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Академик Алексей Матвеевич Липанов 
 

 
 
Алексей Матвеевич Липанов – выдающийся ученый и организатор нау-

ки, академик РАН, академик РАРАН, лауреат Государственной премии СССР 
и премии Правительства Российской Федерации в области науки и техники, 
получивший признание в широких кругах отечественной и зарубежной научной 
общественности за крупный вклад в развитие исследований внутрикамерных 
процессов в установках на твердом топливе, теории гидромеханики турбулент-
ных процессов, физики твердого тела и механики вязких ньютоновских 
и неньютоновских жидкостей. Он является основоположником современной 
внутренней баллистики систем на твердом топливе, одним из создателей 
отечественных межконтинентальных твердотопливных ракет наземного 
и морского базирования. А. М. Липанов – автор более 800 научных работ, 
17 монографий и учебников, 65 изобретений и патентов, им подготовлено более 
80 докторов и кандидатов наук. 

Окончив в 1959 году с отличием Томский университет по специальности 
«баллистика» с квалификацией «математик-механик», был распределен в НИИ-
125 – Научно-исследовательский химико-технологический институт (г. Дзер-
жинский Московской обл.), ныне ФГУП «Федеральный центр двойных техно-
логий “Союз”», где работал вначале инженером, затем начальником отдела 
и начальником вычислительного центра. 

В 1965 году защитил диссертацию на соискание ученой степени кандида-
та технических наук, в 1970 году защитил докторскую диссертацию, посвящен-
ную решению проблемы обоснования моделирования процессов внутренней 
баллистики РДТТ на основе газодинамического подхода с учетом случайных 
полей скорости горения заряда по его объему. В 1975 ему присвоено ученое 
звание «профессор» по специальности «Механика жидкости, газа и плазмы». 
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С 1975 по 1983 год – ректор Ижевского механического института, ныне 
ФГБОУ ВО «ИжГТУ имени М. Т. Калашникова». 

В 1983 году А. М. Липанова назначают заместителем министра высшего 
и среднего специального образования РСФСР по науке. 

В 1987 году его избрали член-корреспондентом АН СССР.  
В 1988 году по поручению академика АН СССР Г. А. Месяца он приехал 

в Ижевск в качестве уполномоченного по созданию Удмуртского научного 
центра УрО АН СССР. В марте 1991 года под его руководством был создан 
Институт прикладной механики УрО АН СССР, а декабре 1991 года – Удмурт-
ский научный центр УрО АН СССР, где он был руководителем вплоть до 2013 
года. 

За цикл работ в области исследования турбулентных потоков теоретиче-
скими средствами (прямое численное моделирование уравнений Навье – 
Стокса, с использованием высокоточных разностных методов) А. М. Липанов 
в 2000 году был удостоен звания академика РАН. 

С 2013 года работает главным научным сотрудником Института приклад-
ной математики РАН имени М. В. Келдыша (г. Москва) и по совместительству 
профессором ИжГТУ имени М. Т. Калашникова. 
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ПЛЕНАРНОЕ ЗАСЕДАНИЕ 
 
 
 
 
 
 

УДК 621.774   
 

Новое поколение технологий, обеспечивающих раскрытие резервов  
существующих материалов на основе ВТМО винтовым обжатием 

В. Б. Дементьев 1,2, А. М. Липанов 2,3 
1Институт механики УдмФИЦ УрО РАН, 

2Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова, 
3 Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН 

 
В статье рассмотрены упрочняющие технологии изготовления ствольных за-

готовок на основе высокотемпературной термомеханической обработки (ВТМО) 
винтовым обжатием со сложным деформированным состоянием трубной заготов-
ки и регулируемым охлаждением (закалкой). Для высокотемпных систем разработа-
ны способы биметаллизации с жаропрочным внутренним слоем (наплавка, пайка, 
горячее прессование). 

 
Ключевые слова: ствольная заготовка, термомеханическая обработка, винтовое 

обжатие, деформированное состояние. 
 
Современное вооружение и военная техника (В и ВТ) все более направле-

ны на выполнение задач, связанных с повышением дульной энергетики, даль-
ности и кучности стрельбы, что, соответственно, влечет за собой рост эксплуа-
тационных нагрузок и рабочих напряжений. В связи с этим актуальной является 
проблема развития технологического обеспечения изготовления изделий, 
испытывающих экстремальные нагрузки. В полной мере это относится 
к ствольному огнестрельному оружию и будет определяться комплексом 
показателей качества (физико-механическими свойствами материала, точно-
стью размеров и формы, качеством поверхности, характером распределения 
и величиной остаточных напряжений и др.), что в целом будет определяться 
уровнем технологии производства. 

Для производства стволов гладкоствольного и нарезного оружия на сего-
дня весьма актуальна проблема использования в машиностроительном цикле 
металлургической трубной заготовки, что позволяет повысить КИМ в 1,5–1,7 раза 
и существенно снизить трудоемкость механической обработки за счет исклю-
чения из технологического процесса операции глубокого сверления. Кроме 

                                                 
© Дементьев В. Б., Липанов А. М., 2024 
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того, актуальны вопросы, связанные с заменой радиального обжатия, возни-
кающие в силу того, что радиально-обжимные машины весьма дороги, а их 
парк находится на пределе эксплуатационных характеристик. 

Традиционно в производстве стволов используется исходная заготовка 
сплошного сечения (горячекатаный прокат, периодический прокат, поковка 
ГКМ), а формообразование канала начинается с операции глубокого сверле-
ния. При этом низок КИМ (до 0,3) и достаточно велико штучное время на 
операции глубокого сверления. Механические свойства материала ствола 
формируются на отдельно выполняемых операциях термической обработки 
(закалка с отпуском) с экологически неблагоприятными технологическими 
факторами. 

Для трубных заготовок с параметром толстостенности а = 2 – 4 наиболее 
характерным для стволов (а = D/d, где D – наружный диаметр, d – диаметр 
канала заготовки), практически единственным способом получения в металлур-
гическом цикле является прошивка с последующим редуцированием на станах 
поперечно-винтовой прокатки. Этот процесс отличается высокой производи-
тельностью, но при этом имеет такие недостатки, как: 

– сохранение винтового следа на наружной поверхности и в канале труб-
ной заготовки с высотой гребня до 0,5 мм и шагом 25–30 мм от прошивной 
оправки; 

– разброс диаметра канала в партии заготовок до 1 мм, разностенность до 
0,6–0,8 мм, непрямолинейность оси канала до 0,9 мм; 

– наличие слоя окалины на наружной и внутренней поверхности толщиной 
до 0,3 мм, низкое качество поверхности, а также высокая анизотропия механи-
ческих свойств по длине и сечению заготовки. 

Наличие такого рода дефектов затрудняет использование металлургиче-
ских горячекатаных трубных заготовок в машиностроительном цикле с той 
эффективностью, на которую они и были ориентированы. 

Для применения в машиностроительном цикле металлургических трубных 
заготовок данного диапазона размеров и гаммы материалов целесообразно 
проводить калибровку горячекатаных заготовок, используя в начале машино-
строительного цикла процесс ВТМО (высокотемпературной термомеханиче-
ской обработки) с деформацией трубной металлургической заготовки винтовым 
обжатием (ВО) в неприводной трехроликовой клети на короткой удерживаемой 
охлаждаемой оправке (рис. 1). На настоящее время данная технологическая 
схема, инструмент и оснастка разработаны и опробованы в условиях выпуска 
опытно-промышленных партий трубных заготовок [1–3]. Согласно этой схеме 
заготовка непрерывно-последовательно проходит три стадии обработки, объе-
диненных в одном технологическом цикле, а именно: 

– индукционный нагрев токами высокой частоты до температуры аустени-
зации; 

– пластическую деформацию в неприводной трехроликовой клети на оп-
равке); 

– охлаждение (закалку) в спрейерном устройстве (одностороннее наружное; 
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– одностороннее внутреннее, комбинированное с регламентированным от-
ношением расходов охладителя в наружном и внутреннем спрейерах – в зави-
симости от требований к структуре и свойствам материала по сечению стенки 
заготовки. 

 

 
 

Рис. 1. Схема получения профиля канала 
 
Как показали исследования, при этом обеспечиваются: 
– точность размеров канала на уровне 9–11-х квалитетов точности; 
– разностенность на уровне 0,2 мм; 
– непрямолинейность оси канала 0,2–0,25 мм; 
– качество поверхности на уровне 1,25 мкм; 
– сочетание высокой прочности (1500 МПа) и вязкости (0,6 МДж/м2 и бо-

лее). При этом повышается КИМ до 0,6–0,7 и снижается трудоемкость и себе-
стоимость изготовления на 15–20 %. Иными словами, обеспечивается ком-
плексное формирование повышенных показателей качества и повышение 
эффективности производства подобных изделий.  

Поэтому в области производства стволов стрелкового оружия целесооб-
разно ориентироваться на работы по использовании технологии и оборудова-
ния процесса ВТМО винтовым обжатием (ВТМО ВО) металлургической 
трубной или полученной глубоким сверлением заготовки в условиях серийного 
производства как с калибровкой гладкого канала, так и с получением нарезов 
в том числе с нетрадиционным профилем (таблица, рис. 2). 
 
Зависимость механических свойств от деформационной схемы 
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Из таблицы видно, как меняются свойства при деформации const от сило-
вой схемы деформации. Показано, что при разнонаправленном деформирова-
нии в сочетании деформации по обжатию можно управлять всеми свойствами 
материала и достигать максимальных значений для всех свойств одновременно. 

 

 
 

Рис. 2. Технологическая схема ВТМО ВО трубных заготовок  
на короткой удерживаемой охлаждаемой оправке 

 
Операцию ВТМО ВО, а точнее горячее винтовое обжатие (ГВО), необхо-

димо применять как в начале технологического процесса для калибровки 
исходной горячекатаной трубной заготовки, так и в конце (собственно ВТМО 
ВО) для формообразования профиля канала ствола. Этот вариант маршрута, на 
наш взгляд, является наиболее перспективным, т. к. позволяет исключить из 
технологического процесса радиальное обжатие, которое при всех положитель-
ных сторонах процесса (высокая производительность, возможность одновре-
менного формообразования направляющей части канала ствола и патронника) 
не лишено недостатков (увод оси канала на последующих операциях механиче-
ской обработки, изменение размеров патронника). В силу этого в проектных 
маршрутных технологических процессах предусмотрено использование 
и других способов окончательного формообразования канала ствола – электро-
химической обработки, дорнования и, возможно, строжки или протягивания. 
Также предполагается использование технологии таких операций по получис-
товой обработке канала как гидроабразивная с переменным направлением 
потока в канале или развертывание инструментом с винтовым зубом или 
регулируемым шагом. В дополнение к исключению операций глубокого свер-
ления и термообработки это позволит исключить комплекты мерного режущего 
инструмента – разверток и сократить машинное время на данной операции. 
В принципе, ВТМО ВО (ГВО) может выполняться в металлургическом цикле 

Спреер
индуктор

Заготовка

Изделие Деформирующие ролики
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производства, тогда технологический процесс механической обработки ствола 
в машиностроительном цикле будет еще менее трудоемким. 

С точки зрения стабильности процесса оправочного деформирования 
и в конечном итоге обеспечения производительности процесса представляет 
интерес работа оправки в очаге деформации и единичное обжатие e, характери-
зующее деформацию заготовки в клети за один оборот: 

4
11

p

n

tg tg
e

g
a

  


 
 

 

,                                                        (1)

 

где аn = Dз/dз отношение диаметров ролика и заготовки; βр – угол разворота 
роликов; α – угол конуса деформирующих роликов, g – коэффициент уменьше-
ния наружного диаметра, g = Dз/Dо. 

Погрешность вычисления единичного обжатия по формуле (1) не превы-
шает 7 %, что позволяет использовать ее в инженерной практике при оценке 
проработки сечения трубных заготовок при винтовом обжатии и назначении 
технологических режимов. Так, для коэффициента изменения отверстия Сd  

( к

н
d

dС
d

 , где dк – конечный диаметр отверстия, dн – начальный диаметр отвер-

стия заготовки, мм) на предварительной стадии методом аппроксимирующих 
функций получена следующая зависимость: 

Сd = –7,854 + 0,065 sin 22an + 0,024 cosβe + 0,778cos р кD D
30

 
 
 

. 

Коэффициент множественной корреляции К = 0,896, F – критерий –12,22. 
Говоря о применении оправок при калибровке трубных заготовок винто-

вым обжатием, следует отметить, что из двух основных схем оправочного 
деформирования – на длинных неудерживаемых и коротких удерживаемых 
оправках – последняя обладает более широкими технологическими возможнос-
тями за счет управления положением рабочей части оправки в очаге деформа-
ции, возможности различной профилировки рабочей части, обеспечения ком-
бинированного охлаждения заготовки изнутри и снаружи, что ведет к форми-
рованию благоприятного распределения остаточных напряжений [4]. 

Для высокотемных систем разработаны способы биметаллизации с жаро-
прочным внутренним слоем (наплавка, пайка, горячее прессование). 

Образование биметаллического соединения связано с последовательным 
прохождением двух взаимосвязанных основных этапов: технологического 
и физико-химического. Главный параметр диффузии – перенос массы металла 
через единицу площади сечения за единицу времени. Основной причиной 
перемещения растворенного вещества служат разность его концентраций 
в соседних объемах и стремление к равномерному распределению. Длительность 
протекания физико-химического этапа определяется как технологическими 
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параметрами метода соединения, так и свойствами соединяемых материалов. 
Формирование биметаллического соединения металлов заканчивается на стадии 
взаимной диффузии химических элементов. Во многих случаях биметаллы 
подвергаются дополнительной термической обработке, что вызывает дальней-
шее диффузионное перераспределение атомов химических элементов на грани-
це соединения и увеличение диффузионной зоны. Для управления процессом 
получения биметаллического соединения разработаны технология и режимы 
термодиффузионной обработки для направленности диффузии атомов на 
границе соединения, и получения определенной ширины диффузионной зоны 
в биметаллических соединениях в зависимости от химических составов соеди-
няемых материалов [5]. 

Разработанные технологии позволяют: 
– повысить характеристики прочности, пластичности и ударной вязкости 

одновременно; 
– повысить характеристики конструктивной прочности в 1,3–1,5 раза; 
– снизить трудоемкость механической обработки; 
– исключить из технологии производства кислотные методы удаления ока-

лины; 
– использовать при закалке (упрочнении) экологически чистые воду и во-

довоздушные среды взамен масел, солей, полимеров и т. п. 
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Математическое моделирование колебаний ствола автоматической пушки  
с некольцевым поперечным сечением 

Д. А. Клюкин, В. Г. Суфиянов  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
В статье представлены результаты моделирования продольно-поперечных ко-

лебаний ствола артиллерийского орудия с некольцевым поперечным сечением при 
нагружении внутренним давлением и тепловым воздействием пороховых газов. 
В математической модели учитывались: сила тяжести, неравномерное тепловое 
нагружение и распределение давления по длине ствола в процессе выстрела. Разра-
ботан программно-вычислительный комплекс для моделирования колебаний ствола 
некольцевого поперечного сечения. Получены колебания дульного среза ствола 
некольцеового сечения, амплитуда составила 356 мкм, что в 2 раза меньше, чем 
у классического ствола. 

 
Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, колебания ствола, 

артиллерийский выстрел, математическое моделирование, программно-вычисли-
тельный комплекс. 

 
Введение 
Проблема колебаний в стволах всегда была вопросом первостепенной 

важности с точки зрения конструкции оружия. Амплитуда, достигаемая дуль-
ным срезом ствола, непосредственно влияет на точность стрельбы из пушки. 
В частности, эта проблема еще больше усугубляется в случае автоматических 
пушек, поскольку они сконструированы для работы с высокой скорострельно-
стью в течение длительного времени. Таким образом, стволы автоматических 
пушек имеют толстый профиль, чтобы поддерживать жесткость при изгибе 
и рассеивать огромное количество выделяемого при этом тепла. Колебания 
зависят от множества факторов: длины, толщины и геометрии ствола, параметров 
материала, нагружения давлением газопороховой смеси, темпа стрельбы и т. д. 
Эти эффекты еще больше усиливаются при более высоких температурах [1, 2]. 

Повышение характеристик эффективности стрельбы неизбежно приводит 
к увеличению толщины стенок стволов, что входит в противоречие с техниче-
скими и экономическими требованиями изготовления стволов. В этой связи 
необходимо искать компромисс между меньшим весом, высокой огневой 
мощью и жесткостью конструкции. 

Проблему, связанную с конструкцией ствола, учитывая рассеивание тепла, 
вес и жесткость как факторы первостепенной важности, можно разделить на 
две части: ствол требует модификации для увеличения рассеивания тепла, 
и ствол требует дополнительной жесткости для сохранения точности; и эти две 
проблемы необходимо решить без увеличения веса. 
                                                 
© Клюкин Д. А., Суфиянов В. Г., 2024 
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В [3] было показано, что амплитуда колебаний может быть значительно 
снижена с помощью изменения формы ствола, что должно в среднем повысить 
кучность стрельбы. Однако поиск оптимальной формы ствола требует значи-
тельных затрат времени, поскольку моделирование процесса выстрела включа-
ет в себя решение нескольких трудоемких вычислительных задач: определение 
параметров внутрибаллистических процессов в период выстрела и последейст-
вия, определение тепловых потоков на границах канала ствола и решение 
задачи теплопроводности, решение задачи напряженно-деформированного 
состояния и колебаний ствола с учетом теплового и механического нагружения. 

Математическое моделирование позволяет проводить анализ влияния раз-
личных факторов на эффективность функционирования артиллерийских орудий 
еще на этапе проектирования стволов [4, 5]. 

При разработке программно-вычислительного комплекса, нацеленного на 
решение широкого спектра задач в рамках единого, целостного комплекса, 
важнейшим вопросом является достоверность полученных результатов. Вери-
фикация позволяет установить корректность расчетов согласно применяемой 
математической модели [6]. 

Применение квазиодномерной математической модели позволит значи-
тельно ускорить расчеты за счет перехода от трехмерных моделей к одномер-
ным. Также упрощается построение расчетной сетки, поскольку ее необходимо 
строить лишь в одном направлении. 

Математическая модель колебаний ствола с некольцевым  
поперечным сечением в квазиодномерной постановке 
Математическую модель колебаний ствола построим на основе работ [3, 

5, 7]. Будем полагать, что ствол представляет собой трубу переменного сечения 
длины L . Площадь поперечного сечения ствола обозначим  F F x , площадь 
канала ствола –  S S x . Уравнение баланса сил, действующих в продольном 
направление по оси Ox , записывается в виде: 

  
2

1 12 sin xxu SF Fg q F p
t x x

  
       

  
, (1) 

где  ,u x t  – величина продольных колебаний ствола;   – плотность материала 
ствола; g  – ускорение силы тяжести;   – угол возвышения ствола;  1 1 ,q q x t  – 
распределенные внешние силы, действующие в продольном направлении; 

 1 1 ,p p x t  – распределение избыточного давления внутри ствола 

  1 а,p p x t p  , (2) 

 ,p x t  – распределение давления пороховых газов внутри канала ствола, 
которое определяется из решения основной задачи внутренней баллистики;  

аp  – атмосферное давление;  ,xx xx x t    – продольные напряжения в сечении 
ствола, 
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    , ,xx yy zz

F F

u EE df T x r t df
x F F
  

      
   , (3) 

где E  – Модуль Юнга;   – коэффициент Пуассона;   – коэффициент линейно-
го теплового расширения;  , ,T x r t  – температура ствола в точке с координата-
ми x и r в момент времени t, определяемая по квазиодномерной математической 
модели [8]. 

Второе слагаемое в соотношении (3) в одномерной модели предлагается 
определять на основе решения задачи Ламе [9]. Тогда можно положить: 

  
2

1
1 2 2

2 1

1 2yy zz

F

rdf p
F r r

   
 , (4) 

где 1r , 2r  – переменные внутренний и внешний радиусы ствола соответственно. 
Для стволов не кольцевого сечения значение 2r  определяется по формуле 

 2r F S   . 
В качестве начальных условий для уравнения (1) примем условия покоя: 

    0
0

0 , 0
t

uu x, u x
t 


 


, (5) 

где  0u x  – начальное продольное перемещение, определяемое из решения 
стационарной задачи о прогибе ствола под действием силы тяжести. 

В качестве граничных условий будем полагать, что у казенного среза ствол 
закреплен и продольные перемещения отсутствуют: 
    00, 0u t u , (6) 

а на дульном срезе на ствол внешние силы не действуют: 

 0
x L

uFE
x 





. (7) 

Уравнение поперечных колебаний ствола в вертикальной плоскости Oxy  
имеет вид: 

    22
00

2 12 2cos xx v vvF Fg q F p S
t x
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, (8) 

с начальными условиями: 
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,0 , 0
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vv x v x
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, (9) 
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и граничными условиями: 

    0
0

0 0 , 0
x

vv ,t v
x 


 


, (10) 

 
2 2

2 20, 0z z
x L x L

v vEJ EJ
x x x

 

   
     

,  

где  v v x,t  – величина поперечных колебаний в вертикальной плоскости; 
 0 0v v x  – величина начального прогиба в вертикальной плоскости; 
 2 2 ,q q x t  – распределенные внешние силы, действующие по оси Oy ; 
 00 00v v x  – технологическое смещение центра канала ствола относительно 

оси Oy ;  z zJ J x  – момент инерции сечения относительно оси Oz . 
Уравнение поперечных колебаний ствола в горизонтальной плоскости Oxz  

имеет вид: 

    22
00

3 12 2
xx w wwF q F p S

t x
 

      
 

  

    
2 2 2 2
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и граничными условиями: 
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,  

где  w w x,t  – величина поперечных колебаний в горизонтальной плоскости; 
 0 0w w x  – величина начального прогиба в горизонтальной плоскости; 
 3 3 ,q q x t  – распределенные внешние силы, действующие по оси Oz ; 
 00 00w w x  – технологическое смещение центра канала ствола относительно 

оси Oz ;  y yJ J x  – момент инерции сечения относительно оси Oy . 
Разностная аппроксимация дифференциальных уравнений в частных про-

изводных проводилась интегро-интерполяционным методом [10], который 
позволяет построить разностную схему для моделей с негладкими и разрывны-
ми коэффициентами. 
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[3, 14]. Процесс выстрела длится 4 мс, в последующее время моделируется 
истечение газа из канала ствола [15], рассматривалась очередь из 10 выстрелов 
с интервалом 182 мс. Максимальное давление в стволе равно 344 МПа.  

На рис. 2 представлено сравнение колебаний дульного среза классического 
ствола и ствола с 3 ребрами жесткости, массы стволов были одинаковы и равны 
36 кг. 
 

 
 

Рис. 2. Сравнение динамики колебаний дульного среза по оси Oy при короткой 
очереди из 10 выстрелов для стволов: 1 – кольцевого поперечного сечения; 2 – некольце-
вого поперечного сечения с 3 ребрами жесткости 
 

Из рис. 2 видно, что в результате применения оптимизированной геомет-
рии ствола некольцевого поперечного сечения с 3 ребрами жесткости сокраща-
ется амплитуда колебаний с 800 до 356 мкм. Значительное сокращение ампли-
туды говорит о том, что выбор формы и оптимизация геометрии ствола значи-
тельно влияет на колебания и позволяет улучшить общую жесткость, не изме-
няя массовые характеристики орудия. 

Выводы 
Разработана математическая модель напряженно-деформированного со-

стояния и колебаний ствола некольцевого поперечного сечения. Разработанная 
модель реализована на языке C# в программно-вычислительном комплексе 
компьютерного моделирования.  

Проведено моделирование и получены результаты колебаний дульного 
среза ствола кольцевого и некольцеового поперечного сечения. Применение 
некольцевого сечения позволило сократить амплитуду колебаний в 2 раза с 800 
до 356 мкм. 
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УДК 531.55+004.94   
 
Решение задачи повышения дальности и точности стрельбы  

на основе математического моделирования и комплексной оптимизации 

C. А. Королев, Д. Г. Нефедов, Р. Р. Мансуров 
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Статья посвящена решению комплекса баллистических задач, направленных на 

повышение дальности и точности стрельбы. Разработано математического 
и программного обеспечения для решения задач повышения дальности стрельбы из 
артиллерийской установки. Представлены математические модели внутренней 
и внешней баллистики активно-реактивного снаряда, приведена постановка 
и решение задачи оптимизации дальности полета активно-реактивного снаряда. 
Разработаны математические модели и алгоритмы решения задачи автономного 
наведения и корректировки стрельбы на основе многослойной нейронной сети. 

 
Ключевые слова: внутренняя баллистика, внешняя баллистика, активно-реак-

тивный снаряд, повышение дальности, обратная задача внешней баллистики, наведе-
ние и корректировка стрельбы, математическое моделирование, программный 
комплекс, нейронная сеть. 

 
1. Решение задачи повышения дальности полета артиллерийского 
снаряда 
1.1. Математическая модель внутренней и внешней баллистики 
Для решения задачи повышения дальности стрельбы классическим оско-

лочно-фугасным снарядом (ОФС) и активно-реактивным снарядом (АРС) 
разработана комплексная математическая модель внутренней и внешней 
баллистики и методика оптимизации параметров с целью повышения дальности 
стрельбы. При этом, помимо увеличения дальности, необходимо обеспечить 
необходимую точность стрельбы, которая зависит от устойчивости снаряда на 
траектории. Контроль устойчивости движения ОФС и АРС на траектории 
выполняется с помощью критерия гироскопической устойчивости. 

Задача внутренней баллистики в стволе орудия решалась в рамках термо-
динамического подхода в осредненных параметрах, с дополнительными соот-
ношениями, позволяющими учесть распределения давления и скорости газа по 
заснарядному пространству в канале переменного сечения [1]. Схема задачи 
внутренней баллистики в стволе орудия представлена на рис. 1. 

Система уравнений горения в рамках закона Вьеля основывается на сле-
дующих допущениях: мгновенное воспламенение заряда по всей поверхности, 
горение происходит с одинаковой скоростью параллельными слоями, физико-
химические свойства и геометрические размеры одинаковы для пороховых 
зерен одной фракции. На основе модели внутренней баллистики в стволе 
                                                 
© Королев C. А., Нефедов Д. Г., Мансуров Р. Р., 2024 
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орудия определяется зависимость дульной скорости активно-реактивного 
снаряда от его массы [2]. 

 

кмL снl

кмd кнd

н.уl
к.уl

x 0 

 

 
Рис. 1. Схема задачи внутренней баллистики в стволе орудия 

 
Траектория движения снаряда строится в стартовой системе координат 

ссс zyOx , связанной с точкой расположения орудия и ориентированной по 
направлению стрельбы (рис. 2). Координаты центра масс снаряда определяются 
из решения уравнений [3]: 

 с
к cos cosdx V

dt
   ,    sinк

с V
dt
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,    sincosк

с V
dt
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, (1) 

где кV – скорость центра масс снаряда;   – угол наклона траектории;  – угол 
направления. 
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Рис. 2. Ориентация стартовой  ссс zyOx  и траекторной  ккк zyOx  
 систем координат 

 
Характеристики движения снаряда определяются в траекторной системе 

координат ккк zyOx , связанной с центром масс снаряда и ориентированной по 
вектору скорости. Система дифференциальных уравнений движения для случая 
активно-реактивного снаряда включает следующие уравнения: 

к sin x MdV P C qSg
dt m


   ;    (2) 



22 

кк

cos
mV
qSC

V
g

dt
d My





;     (3) 







cosкmV
qSCf

dt
d Mzz ;     (4) 

x

px

x

Mxx
I

M
I

lqSm
dt

d



;    (5) 

сопG
dt
dm

 ,      (6) 

где zyx CCC ,, – коэффициенты проекций аэродинамической силы; 2/2
кVq  – 

скоростной напор воздуха; ρ – плотность воздуха; ωx – аксиальная угловая 
скорость вращения снаряда; m – масса снаряда; l – длина; xI  – аксиальный 
момент инерции; 2 4MS d   – площадь миделева сечения; d – калибр снаряда; 

zf  – коэффициент деривации вращающегося снаряда; P – тяга реактивного 
двигателя (РД); pxM  – момент вращения РД; сопG  – расход продуктов горения 
через сопло РД. 

Сила тяги РД с учетом доли тяги на вращательный момент [4] 
         cos1PP ,     (7) 

момент вращения 
          sinepx rPM ,     (8) 

где ν – доля тяги на вращательный момент; er  – радиус приложения силы 
вращения; β – угол наклона ребер к оси снаряда. 

Для контроля устойчивости снаряда на всей траектории воспользуемся ко-
эффициентом гироскопической устойчивости [5]: 

           2
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– коэффициент гироскопического момента; 
y

Mz

I
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1

 
– 

коэффициент опрокидывающего аэродинамического момента; yI  – экватори-
альный моменты инерции; 

zm – производная коэффициента аэродинамического 
момента. 

На основе теоретических исследований утверждается, что снаряд устойчив 
при 0 . Однако, на практике считается, что снаряд устойчив в следующем 
диапазоне 9,06,0   [6]. 

Для выбора оптимальных баллистических параметров АРС решалась зада-
ча максимизации дальности стрельбы [7]: 
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Рис. 5. Траектория полета снаряда при различных параметрах:  
1 – ОФС; АРС: 2 – tс = 45 с; 3 – tс = 5 с; 4 – tс = 22 с 

 
Полученный график демонстрирует то, что угол наклона орудия θ0 = 58 гра-

дусов и время старта РД tc = 22 с, найденные при решении задачи оптимизации, 
являются оптимальными и позволяют достичь максимальной дальности АРС, 
равной 37,9 км, что на 33 % выше по сравнению с дальностью стрельбы штат-
ным ОФС 28,5 км. 

 
2. Решение задачи наведения и корректировки стрельбы 

2.1. Постановка задачи наведения и корректировки стрельбы 
Представим решение прямой задачи внешней баллистики в виде преобра-

зования [9]: 
   APΦPy ,,,,, 0ц001кк  V ,    (12) 

где  кккк ,, zyxP  – координаты точки падения снаряда, полученные в резуль-
тате расчета траектории; к  – время полета снаряда;  0000 ,, zyxP  – коорди-
наты точки расположения орудия; 0V  – начальная скорость снаряда; ц  – 
дирекционный угол цели; 0  – начальное значение угла наклона траектории 
(угол стрельбы). Вектор A  содержит параметры, характеризующие баллистиче-
ские, геофизические и метеорологические условия стрельбы. 

Обратная задача [10] заключается в нахождении обратного преобразования 
   APPΦz ,,,θ, 0ц020ц V ,         (13) 

где  цццц ,, zyxP  – координаты цели. 
Параметры, заложенные в модели внешней баллистики, могут отличаться 

от параметров, реализуемых в эксперименте. Вследствие этого, координаты 

1 
2 

3 4 
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падения снаряда, соответствующие углам наведения при решении задачи (14), 
могут отклоняться от цели: 

цкц PPP  , 

где  цццц ,, zyx P  – отклонение точки падения снаряда от цели. 
На основе полученных отклонений точки падения снаряда от цели решает-

ся задача корректировки стрельбы. При этом производится уточнение углов 
наведения на цель ц , 0 . Представим решение задачи корректировки стрельбы 
в виде преобразования 

   APΦb ,,θ, ц30ц D ,      (14) 

где ц , 0  – поправки к углам наведения на цель; D – дальность стрельбы, 

   2 2
ц 0 ц 0D x x z z    . 

2.2. Алгоритм решения задачи автономного наведения  
и корректировки стрельбы 
Рассмотрим метод решения обратной задачи внешней баллистики, осно-

ванный на применении искусственной нейронной сети [11]. Ее обучение 
производится на основе данных натурных и вычислительных экспериментов. 
При проведении вычислительных экспериментов осуществляется многократное 
решение прямой задачи внешней баллистики при варьировании углов наведе-
ния ц  и 0 , температуры аT  и давления аP  воздуха, направления w  и скоро-
сти w  ветра и других параметров. Сформированная выборка данных имеет вид: 

    HhzyxwPTVzyx hhhhhh
w

hhhhhhhhhh ,1,,,,,...;,,,,,,,,,; ккккаа0ц0000 yx , (15) 

где H  – количество экспериментов. 
Для реализации нейронной сети применялась библиотека Keras с алгорит-

мом оптимизации Adam [12]. На основе исследования точности аппроксимации 
и скорости обучения выбраны следующие параметры нейронной сети: 3 внут-
ренних слоя по 32 нейрона, количество итераций алгоритма обучения не 
превышает 1000 итераций на выборку из 5000 вычислительных экспериментов. 

Общий алгоритм работы интеллектуальной системы управления стрельбой 
следующий: 

1) в систему управления стрельбой вводятся координаты установки 
 0 0 0, ,x y z  и цели  ццц ,, zyx  в земной системе координат; 

2) путем решения обратной задачи для предполагаемых условий стрельбы 
определяются углы наведения  0ц , , данные передаются в систему управле-
ния приводами наведения метательной установки; 

3) выполняется выстрел; 
4) в системе оценки поражения мишени определяется отклонение точки 

падения снаряда от цели  ццц ,, zyx  , данные передаются в систему управле-
ния стрельбой; 
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5) если отклонение от цели не выходит за границы эллипса рассеивания 

(выполняется условие 1
2

ц
2

ц 






 








 

zx R
z

R
x

, zx RR ,  – радиусы эллипса рассеива-

ния по координатным направлениям), то выстрел считается «точным», переход 
к п. 1 (выбор новой цели) или к п. 3 (стрельба по текущей цели), в противном 
случае производится корректировка стрельбы, переход к п. 6; 

6) из решения задачи корректировки стрельбы определяются поправки 
к углам наведения  0ц ,  , данные передаются в систему управления приво-
дами наведения метательной установки, переход к п. 3. 

Предложенный алгоритм реализован в программно-вычислительном ком-
плексе и протестирован на ряде примеров стрельбы по одиночной и нескольким 
мишеням [13]. 

2.3 Результаты решения задачи автономного наведения  
и корректировки стрельбы 
Для экспериментальной апробации разработанного алгоритма наведения 

и корректировки стрельбы был создан рабочий макет баллистической установ-
ки с интеллектуальной системой автономного управления стрельбой. Результа-
ты экспериментальных исследований показали работоспособность алгоритмов 
управления стрельбой и подтвердили выводы, сделанные на основе имитаци-
онного компьютерного моделирования [9]. 

Приведем пример результатов использования алгоритма для случая наве-
дения и корректировки стрельбы по группе мишеней (рис. 6).  

 
 z, м  

 x, м 

снаряд 2 
снаряд 1 

снаряд 3 

снаряд 4 
снаряд 5 

снаряд 6 

Мишень 1 
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Мишень 3 

Мишень 4 

 
 

Рис. 6. Результаты моделирования стрельбы по группе мишеней 
 

В начале процесса стрельбы для первой мишени производится корректи-
ровка углов наведения. При этом параметры модели настраиваются на фактиче-
ские условия в эксперименте. После поражения первой мишени производится 
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наведение на следующую мишень. Как видно из рис. 6, поражение второй 
и последующих мишеней происходит практически с первого выстрела. 

 
Заключение 
Разработано математическое и программное обеспечение решения задач 

внутренней и внешней баллистики активно-реактивного снаряда. На основе 
математического моделирования и комплексной оптимизации определены 
оптимальные параметры АРС калибра 152-мм: масса топлива РД – 5 кг, опти-
мальный угол наклона орудия – 58 градусов, оптимальное время старта реак-
тивного двигателя – 22 с. При данных параметрах максимальная дальность 
полета АРС составила 37,9 км, что на 33 % больше по сравнению с дальностью 
штатного ОФС калибра 152-мм, равной 28,5 км. 

Разработано программное обеспечение системы автономного наведения 
и корректировки стрельбы. Проведено тестирование программного обеспече-
ния путем симуляции данных в программе и экспериментальной отработки на 
рабочем макете баллистической установки. 
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Секция 1. 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ,  

ФИЗИКИ, ХИМИИ 
 
 
 
 
 
 

УДК 519.63   
 

Программная реализация численного решения уравнения  
теплопроводности на неравномерной подвижной сетке 

 
В. А. Булатов 

Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
В работе рассмотрены особенности математического моделирования неста-

ционарных тепловых процессов и алгоритмы решения уравнений теплопроводности 
на неравномерной подвижной сетке. Представлено сравнение численного и аналити-
ческого решений одномерной задачи прогрева твердого тела с различными гранич-
ными условиями. 

 
Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, граничные условия, не-

равномерная подвижная сетка, схема Кранка – Никольсона, метод прогонки. 
 
Программная реализация численного решения уравнения теплопроводно-

сти на неравномерной подвижной сетке предназначена для моделирования 
процессов теплопередачи и распределения температуры. Она может быть 
использована предприятиями, занимающимися проектированием и разработкой 
теплотехнического оборудования, материалов или технологических процессов, 
включающих перенос тепла. 

Целью использования программной реализации является оптимизация ра-
бочих параметров оборудования в зависимости от заданных условий эксплуата-
ции, анализ эффективности теплоизоляционных материалов и предсказание 
поведения материалов при различных температурных режимах. Также програм-
ма может помочь в исследовании тепловых процессов в сложных конструкциях, 
таких как теплообменники, трубопроводы или электронные устройства. 

Благодаря численному методу решения уравнения теплопроводности на под-
вижной сетке, программа позволяет проводить расчеты с учетом различных 
граничных условий, изменяющихся параметров материалов, а также существенно 
сократить время и затраты на проведение численных экспериментов и тестирова-
ние, а также повысить эффективность разработки новых продуктов и технологий. 
                                                 
© Булатов В. А., 2024 
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Таким образом, программа представляет собой мощный инструмент для 
инженеров и научных сотрудников, работающих в области теплообмена 
и тепловых процессов, и может использоваться для решения широкого спектра 
задач, связанных с моделированием и анализом тепловых систем и процессов. 

Постановка задачи теплопроводности при конвективном нагреве материа-
ла имеет вид 
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В общем случае уравнение теплопроводности имеет множество решений. 
Для того чтобы уравнение теплопроводности имело единственное решение, 
моделировало конкретную физическую ситуацию, необходимо задание краевых 
условий. В качестве краевых условий для нестационарного уравнения тепло-
проводности задаются условия на границах рассматриваемого тела (граничные 
условия) и поле температур внутри тела в некоторый момент времени 0t . 
Обычно значение 0t  принимается за начало отсчета времени и задается равным 
нулю. 

Задача имеет граничные условия III рода на левой границе и граничные 
условия II рода на правой границе. 

Граничное условие II рода: задают значения теплового потока в каждой 
точке поверхности тела, в общем случае в виде функции времени. 

Граничные условия III рода описывают конвективный теплообмен между 
телом и окружающей его средой (газом, жидкостью), имеющей температуру cT . 
Такое описание нагрева тела называется законом Ньютона – Рихмана для 
теплообмена. 

Уравнение теплопроводности (1) аппроксимируется разностным аналогом 
вида: 
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где 2L  – центрально-разностный оператор второго порядка аппроксимации,  
а   – произвольный вещественный параметр. 

При 0,5   получаем симметричную схему Кранка – Никольсона, которая 
аппроксимирует задачу с погрешностью )( 22 h [2]. 

Схема реализация построения подвижной сетки представлена на рис. 1. 



 
Возь

фрагмент
 

 
Для

ном Лагр

)(2i xL 

Оче

Изм
способам
опыта пр
более чем
а последу

ьмем фра
т показан

я его аппр
ранжа 2-й

(
(

1

1

ii

i
xx

xxT







ередной ш

менение ве
ми. Единс
роведения
м на 20 %
ующие ша

Рис. 1. 

агмент с 
н на рис. 2

Рис.

роксимац
й степени

)(
)(

1 ii

ii
xx

xxx







шаг на под

еличины ш
ственное т
я расчетов

%. Наприм
аги опред

Схема реа

1i  по
2. 

. 2. Фрагм

ии сплай
: 

(
(

)
)
1

1

i

i

i x
xT






движной 

hk
i

шага по п
требовани
в, чтобы д
мер, для сг
делять по г

kh

32 

 
ализация п

о 1i  эл

 
мент на под

йном 2-го 

)(
)(

1

1

ii

i
xx
xxx








сетке буд
Nhk

i
k 1 

пространст
ие к измен
два соседн
гущения с
геометрич

1 1
k

k kh q 

подвижно

лементы н

движной с

порядка 

)
)

1

1

i

i
x
xx









дет вычис

N
N 1 .        

тву можн
нению ша
них шага 
сетки вбли
ческой пр
k .              

ой сетки 

на подви

сетке 

будем ис

(
(

1

1

i

i
xx

xT








сляться по

               

но организ
агов сетки
отличали
изи стенки
рогрессии

                

 

ижной сет

 

спользова

)(
)(

11

1

ii

i
x

xx







о формул

                

зовать раз
и, выработ
ись по вел
и можно з
и [4]: 

               

тке, этот

ать поли-

)
)
i

i
x

x


. )6(

е[3]. 

         )7(

зличными
танное из
личине не
задать 0h ,

          )8(

т 

-

 

 

и 
з 
е 
, 

 



33 

Ограничивая количество шагов 20k , примем за 0,01q  . 
Создаем модель с помощью MS Visual Studio. Реализуем решение уравне-

ния (5) с помощью метода прогонки. Учтем, что сетка неравномерная. Получа-
ем следующий график распространения тепла (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Расчет без использования подвижной сетки 
 
Данный график учитывает только левую границу, не определяя правой. 

Для этого применим к графикам уравнения (6) и (7). При этом будем использо-
вать алгоритм подвижной сетки, когда разность между последними двумя 
элементами сетки будет более 001.0 . 

После использования алгоритма подвижной сетки получим результат, по-
казанный на рис. 4. 

Сравним результат с использованием подвижной сетки для первого графи-
ка на рис. 4. Для этого наложим поверх график, который будет считаться на 
равномерной сетке, по алгоритму прогонки. Данное сравнение представлено на 
рис. 5. 
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УДК 004.942   
 
Разработка приложения для моделирования процесса нагрева  
твердого тела с использованием пакета Simulink в среде MatLab 

А. Е. Дюкин 
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Цель работы заключается в создании точных инструментов для моделирования 

тепловых процессов. Приложение позволяет настраивать параметры и визуализи-
ровать результаты при анализе и оптимизации тепловых процессов. 

 
Ключевые слова: нагрев твердого тела, уравнение теплопроводности, модели-

рование, пакет Simulink, разработка приложений в пакете Simulink среды MatLab. 
 
Введение 
Моделирование тепловых процессов в твердом теле является важной зада-

чей в различных областях науки и техники. Численное моделирование таких 
процессов позволяет получать точные прогнозы, которые трудно или невоз-
можно достичь экспериментальными методами из-за их сложности, высокой 
стоимости и временных затрат. Особенно это актуально в современном мире, 
где требования к точности и надежности результатов непрерывно возрастают. 

Данная работа посвящена разработке приложения для моделирования про-
цесса нагрева твердого стержня с использованием Simulink [1] в MatLab [2]. 
В качестве примера рассматривается однородный стержень, подвергающийся 
внешнему тепловому воздействию и конвективному теплообмену с окружаю-
щей средой. 

Основой моделирования является уравнение теплопроводности, описы-
вающее распространение тепла в материале. Для численного решения этого 
уравнения используется метод конечных разностей, который позволяет дискре-
тизировать пространство и время, что делает возможным анализ температуры 
в различных точках стержня. Приводится описание реализации этой модели 
в виде S-функции в Simulink, включающей в себя все необходимые этапы: 
инициализацию параметров, вычисление производных, обновление состояний 
и вывод результатов. 

Кроме того, представлены примеры использования разработанного прило-
жения для анализа влияния различных параметров, таких как материал стерж-
ня, коэффициент теплопередачи и условия окружающей среды, на температур-
ное распределение. 

Цель данной работы – продемонстрировать возможности Simulink 
и MatLab для решения задач теплопередачи и показать, как с помощью этих 
инструментов можно эффективно моделировать и анализировать тепловые 
процессы в твердых телах. 
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Математическое описание модели 
Процесс теплопроводности описывается уравнением теплопроводности 

[3], которое для одномерного случая имеет следующий вид: 

 ,2

2

x
T

t
T






  (1) 

где T  – температура, t  – время, x  – координата вдоль стержня, 
c

k


 – коэф-

фициент температуропроводности, k  – теплопроводность материала,  – 
плотность материала, c  – теплоемкость материала. 

В данном случае уравнение теплопроводности решается численными ме-
тодами [4, 5], применимыми к дискретизированной модели. Для дискретизации 
уравнения используется метод конечных разностей. В результате уравнение 
теплопроводности можно представить в следующем виде: 

 ,2
2

11
1

x
TTT

t
TT n

i
n

i
n

i
n

i
n

i






 



 (2) 

где n
iT  – температура в i -й точке стержня в момент времени .tnt   
Для моделирования процесса нагрева твердого тела используется метод 

контроля объема, причем стержень разделен на конечное число контрольных 
объемов (узлов). Температура в каждом узле рассчитывается с учетом тепловых 
потоков от соседних узлов. 

Для каждого узла используется следующая формула теплового баланса: 

 1 1 ( ),i i i i i
s i ambient

dT T T T Tc k hA T T
dt x x

          
 (3) 

где x  – расстояние между узлами, h – коэффициент теплоотдачи, sA  – пло-
щадь поверхности узла, ambientT  – температура окружающей среды. 

На концах стержня устанавливаются граничные условия первого рода (за-
данные температуры): 

 ),(),(,),0( tTtLTTtT rightleft   (4) 

где leftT  и rightT – температуры на левом и правом концах стержня соответствен-
но, L  – длина стержня.  

 
Модель в Simulink 
Модель в Simulink реализована с использованием S-функции, которая опи-

сывает поведение системы. Основные элементы модели включают: 
1. Инициализацию размеров и параметров модели (mdl Initialize Sizes): 
 определение числа состояний (температур в узлах), входов и выходов; 
 задание начальных условий (температуры в узлах); 
 определение массива времени выборок. 
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рассмотрены основные теоретические аспекты теплопроводности, методы 
численного решения уравнений теплопроводности, а также практическая реали-
зация модели с использованием S-функции. Полученные результаты могут быть 
использованы для дальнейших исследований в области теплопередачи и опти-
мизации тепловых процессов. 
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УДК 532.546   
 
Методы ускорения вычислительных процессов в интерпретации  

гидродинамических исследований скважин 
 

Д. Н. Майков 1,2 
1Удмуртский федеральный исследовательский центр Уральского отделения РАН, 

2ООО «Сиам Мастер» 
 
В работе приведен обзор методов по ускорению вычислительных процессов 

в интерпретации гидродинамических исследований скважин при аналитическом 
решении дифференциального уравнения пьезопроводности. Рассмотрены методы по 
уменьшению сложности вычислений модели многозабойной скважины в однородном 
и в трещиновато-поровом пласте, по ускорению расчетов при работе скважины 
с изменяющимися дебитами, известных по истории эксплуатации. Приведены 
результаты численного исследования алгоритмов оптимизации, построенных на 
основе алгоритма Левенберга – Марквардта, при решении обратной коэффициент-
ной задачи уравнения пьезопроводности. 

 
Ключевые слова: гидродинамические исследования скважин, уравнение пьезо-

проводности, аналитические решения, прямая и обратная задача, ускорение вычис-
лений. 

 
Введение 
На сегодняшний день разработка месторождений не может обойтись без 

моделирования процессов, происходящих в эксплуатируемом пласте и скважи-
нах. Для успешной разработки необходим как можно больший объем информа-
ции касательно месторождения: фильтрационно-емкостные параметры пласта, 
физико-химические свойства пласта и насыщающих пласт флюидов, литологи-
ческий состав пород, слагающих пласт и т. д. Благодаря методам гидродинами-
ческих исследований скважин (ГДИС) определяются фильтрационные парамет-
ры пласта. В основном при интерпретации ГДИС используются модели, полу-
ченные при решении дифференциального уравнения пьезопроводности. Реше-
ние дифференциального уравнения пьезопроводности производится либо 
численно, либо аналитически. Для упрощения модели и сокращения сложности 
расчетов часто вводятся допущения в виде изотермического процесса фильтра-
ции, однородного пласта, идеализации геометрии скважины, постоянный дебит 
скважины и т. д.  

Текущие решения моделей пьезопроводности, алгоритмы и методы расче-
тов не всегда позволяют добиться оптимальных для инженерной практики 
результатов по скорости и точности вычислений. К примеру, для интерпрета-
ции ГДИС при помощи аналитического метода решения дифференциального 
уравнения обязательным допущением является постоянный дебит. На практике 
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дебит скважины не является постоянным, в частности из-за сложности поддер-
жания постоянного дебита, и меняется по времени. Интерпретация ГДИС без 
учета изменения дебита перед исследованием приведет к неточным расчетам 
и ошибкам в анализе результатов ГДИС. Переход от моделирования процесса 
работы скважины с постоянным дебитом к моделированию с изменяющимися 
дебитами производится при помощи принципа суперпозиции по времени. 
Согласно принципу суперпозиции, сложность расчета давления для каждого 
последующего шага растет линейно, а расчет всей функции целиком имеет 
квадратичную сложность. Исходя из этого, на расчет давления сложной модели 
«скважина-пласт-граница» с десятками и сотнями изменяющимися дебитами 
может потребоваться большое количество времени, особенно при решении 
обратной коэффициентной задачи, что сделает такие вычисления непригодны-
ми для инженерной практики. 

Еще одним примером является аналитические решения скважин со слож-
ной геометрией, таких как наклонная, горизонтальная, многозабойная скважина 
и скважина с частичным вскрытием. Основная сложность расчета таких моде-
лей приходится на вычисление бесконечных рядов, которые не всегда быстро 
сходятся. 

Новые методы по уменьшению сложности вычислений и времени расчетов 
моделей пьезопроводности с сохранением точности вычислений позволят 
оперативно производить интерпретацию ГДИС, а также увеличить достовер-
ность получаемых при интерпретации ГДИС параметров. 

 
Методы по ускорению вычислений в интерпретации ГДИС 
Методы ускорения вычислительных процессов в интерпретации гидроди-

намических исследований скважин приведены в работах [1–6]. Общие исполь-
зуемые допущения для работ следующие: фильтрация линейная, однофазная, 
изотермическая; коллектор горизонтальным пластом с заданной постоянной 
толщиной, однородной структурой и физическими свойствами; флюид слабо-
сжимаемый.  

В работах [1, 2] приводится метод ускорения расчета давления при пере-
менных дебитах. Метод основан на аппроксимации аналитической функции 
изменения давления и использовании аппроксимации при расчете давления 
согласно принципу суперпозиции. Применение предложенного метода позво-
ляет кратно увеличить скорость расчетов при минимальных погрешностях 
вычислений (см. табл. 1 и рис. 1). 

 
Таблица 1. Результаты численного анализа метода расчета работы [1] 

Моделируемая скважина 
Время расчета Среднее  

квадратичное 
отклонение, % Базовый, с Предложенный, с 

Вертикальная 1,972 0,417 7,543·10–9 
Горизонтальная 557,130 0,471 2,114·10–3 
Горизонтальная с МГРП 1201,110 0,548 2,385·10–6 
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Рис. 2. Сопоставление аналитического и численного решения модели многозабойной 
скважины на диагностическом графике Бурде 

 
Из рис. 2 видно, что расчетные значения давления, полученные аналитиче-

ским и численным методами, идентичны. 
В работе [6] рассмотрено решение обратной коэффициентной задачи урав-

нения пьезопроводности. Приведен метод ограничения поиска при безусловной 
оптимизации и две модификации алгоритма оптимизации Левенберга – Мар-
квардта (ЛМ). Результат численного исследования предложенных методов 
оптимизации показан на рис. 3. Пример результата оптимизации в виде сравне-
ния полученных расчетных значений дебита с исходными данными по скважи-
не приведен на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 3. Результаты расчетов вариаций алгоритма ЛМ 
 

На рис. 3 по оси абсцисс первая строка Бройден –/+ соответствует неис-
пользование/использование метода Бройдена при расчете матрицы Якоби, 
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вторая строка обозначает способ обновления главной диагонали матрицы Гессе, 
третья строка обозначает использование алгоритма. 

Из рис. 3 видно, что стратегия обновления главной диагонали Гессе по 
Марквардту увеличивает точность оптимизации в среднем в 2.1 раз и сокраща-
ет количество вызовов функции расчета дебитов на 17,5 %, а время расчетов на 
27,6 %. Использование метода Бройдена сокращает количество вызовов функ-
ции расчета дебитов на 28 %, время расчетов на 29,8 %, но средний результат 
ошибки вырос на 4 %. 

 

 
 

Рис. 4. Сравнение расчетных результатов с исходными данными по дебиту скважины 
 
Из рис. 4 видно, что решение задачи по предложенным алгоритмам адап-

тации модели, хорошо согласуется по дебиту с экспериментальными замерны-
ми данными. Среднее отклонение расчетных значений по дебиту составляет 
около 8 %. 

Заключение 
Как видно, из приведенного обзора работ по ускорению вычислительных 

процессов в интерпретации гидродинамических исследований скважин при 
аналитическом решении дифференциального уравнения пьезопроводности, 
применение рассмотренных способов позволяет кратно увеличить скорость 
расчетов при минимальных погрешностях, оперативно производить интерпре-
тацию, а также повысить достоверность получаемых результатов ГДИС. 
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где N  – количество классов, )(k
i  – выборочные оценки среднеквадратических 

отклонений. Далее вводится функция близости, по принципу которой расстав-
ляются голоса за класс: 
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Окончательная классификация определяется максимумом голосов за класс. 
Модифицированный алгоритм голосования отличается от предыдущего 

тем, что сравнение значений признаков контрольного объекта происходит 
с каждым значением признака объектов обучающей выборки. 

Результаты идентификации в количестве верно идентифицированных объ-
ектов и с вероятностью распознавания приведены в табл. 1, 2 для обоих алго-
ритмов. Также в таблице отмечено два исхода: сравнение с учетом диаметров 
объектов и без, т. е. идентифицируется материал подводного объекта. 

 
Таблица 1. Результат идентификации. Алгоритм голосования, оценка  
по эталонным значениям признаков 
Количество идентифицированных объектов классов Вероятность распознавания, % 

С учетом  
диаметров Без учета диаметров С учетом 

диаметров Без учета диаметров 

73 из 112  102 из 112  65,2  91,1  
 
Таблица 2. Результат идентификации. Модифицированный алгоритм голосования 
Количество идентифицированных объектов классов Вероятность распознавания, % 

С учетом 
диаметров Без учета диаметров С учетом 

диаметров Без учета диаметров 

84 из 112  111 из 112  75  99,1  
 

Следующим алгоритмом идентификации подводных объектов по призна-
кам периодограммы является сравнение по евклидовой метрике [6]. Эталонное 
значение )(k

ix  определяется как среднее арифметическое значений признака k  
по i -му классу. Среднеквадратическое отклонение )(k

i  вычисляется как 
в алгоритме голосования. Евклидово расстояние между контрольными и эта-
лонными значениями признаков рассчитывается следующим образом: 
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где )(kx  – вектор значений признаков k  контрольного объекта, ix  – вектор 
средних значений признаков по каждому классу i . 

Отнесение контрольного объекта к тому или иному классу определяется по 
наименьшему из расстояний с вектором эталонных значений признаков класса i , 
т. е.   ( )min ,k

iD x x . Результаты идентификации приведены в табл. 3. 
 

Таблица 3. Результат идентификации по евклидовой метрике 
Количество идентифицированных объектов 

классов Вероятность распознавания, % 
С учетом 
диаметров Без учета диаметров С учетом 

диаметров Без учета диаметров 

80 из 112 105 из 112 71,4 93,75 
 
Таким образом, можно сделать вывод о перспективности периодограммно-

го анализа в задачах идентификации подводных объектов, а также о том, что 
выделенное пространство признаков при использовании нескольких алгорит-
мов идентификации позволяет с достаточно высокой вероятностью определять 
подводные объекты. 
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Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
В статье проанализированы причины низкой надежности функционирования 

городских централизованных систем тепло-, водоснабжения. Предложены организа-
ционные и технические мероприятия по повышению эффективности эксплуатации 
систем городского централизованного горячего водоснабжения и теплоснабжения. 

 
Ключевые слова: система централизованного горячего водоснабжения и тепло-

снабжения, технологии дегазации горячей воды, коррозионные процессы. 
 

Отказ в СССР в середине прошлого века от многочисленных локальных 
городских котельных, предназначенных для обслуживания ограниченного 
количества потребителей, причем работающих в основном на угле или мазуте, 
к централизованным системам тепло-, водоснабжения позволил не только 
снизить экологическую нагрузку на окружающую среду, но и повысить надеж-
ность оказания этого вида коммунальных услуг населению. Предложенная 
система успешно развивалась и совершенствовалась фактически до распада 
СССР. Изменение в 90-х годах в РФ парадигмы развития систем городского 
коммунального хозяйства, когда панацеей от всех бед в этой отрасли увидели 
повышение тарифов и соответствующих платежей, привело, в конце концов, 
к полной обветшалости городских трубопроводных сетей во многих и многих 
городах России. На эти же годы пришелся и пик зимних похолоданий, особенно 
в Восточных регионах России, когда полностью выходили из строя системы 
централизованного городского тепло- и водоснабжения. 

Другой причиной резкого роста аварийности на городских трубопровод-
ных сетях в период после распада СССР является смена парадигмы управления 
городскими жилищно-коммунальными хозяйствами: фактически уход государ-
ства от проблем ЖКХ и перевод решения этих проблем на плечи населения. 
При этом задачей жилищной политики государства должно являться обеспече-
ние граждан конституционным правом на жилье и доступность коммунальных 
услуг. Но реальность такова, что жилищная политика не гарантирует решения 
данных задач. Сложившаяся структура ЖКХ способна обеспечивать узкий круг 
коммунальных услуг, причем низкого качества, но по высоким ценам. Передача 
объектов ЖКХ в частные руки различного рода ООО, ИП и проводимая поли-
тика по переносу стоимости коммунальных услуг на плечи потребителя не 
только не достигла своей цели, но привела к негативным последствиям. Темпы 
роста стоимости коммунальных услуг значительно превышают рост величины 
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реальной заработной платы населения [1]. Обещанный рост качества оказания 
коммунальных услуг за счет повышения их стоимости показал обратную 
тенденцию: основной целью коммерческих структур, занимающихся комму-
нальным хозяйством, является, в соответствии с их уставами, получение при-
были. Обеспечение максимальной прибыли чаще всего исключает заботу 
о качестве выполняемых услуг, заботу о техническом состоянии эксплуатируе-
мого оборудования. Поэтому высказанные в упомянутой работе [1] предложе-
ния об интенсификации перевода объектов ЖКХ из муниципальной собствен-
ности в коммерческие структуры являлось весьма ошибочным. Доказательст-
вом этого являются массовые аварийные ситуации на городских объектах ЖКХ 
в РФ в зиму 2023/24 года, что является закономерным итогом роста потока 
подобных событий в последние годы. 

Не является исключением из этого ряда и город Ижевск. Так, в январе 
2016-го в Ижевске было объявлено чрезвычайное положение из-за десятков 
порывов трубопроводов системы теплоснабжения и централизованного горячего 
водоснабжения, в результате чего десятки подвалов многоэтажных жилых домов 
оказались залиты водой. Причина чрезвычайного положения – ветхость город-
ского трубопроводного хозяйства, а главная причина которого – коррозия [2]. 

С катастрофическим ростом массовых порывов трубопроводов тепло- 
и водоснабжения городские власти Ижевска столкнулись в 80-х годах прошло-
го века. Это произошло в считанные месяцы после того, когда в город была 
подведена вода из реки Камы, которая имела в своем составе много растворен-
ных агрессивных солей и содержала значительное количество растворенного 
кислорода и углекислоты [3]. Эффективным способом борьбы с внутренней 
коррозией трубопроводов, предназначенных для транспортировки жидкости, 
в том числе и горячей воды, является ее дегазация. В соответствии с законом 
Генри растворимость газов в жидкости падает с ростом ее температуры 
и снижением давления окружающей среды. Поэтому одним из наиболее широ-
ко применяемых методов снижения скорости внутренней коррозии труб счита-
ется термовакуумная дегазация [4–6]. В Камско-Уральском регионе, в том 
числе и в г. Ижевске, в системах горячего водоснабжения широкое применение 
нашли термовакуумные деаэраторы насадочного типа, принципиальная схема 
которого показана на рис. 1 [7].  

Нагретая в бойлерах вода с температурой выше температуры насыщения, 
соответствующей давлению в дегазационной колонне 1, через перфорирован-
ную трубу 2 подается в рабочую полость колонны 1, а затем попадает на 
насадку 3 из колец Рашига. При вскипании перегретой воды образуется паро-
воздушная смесь, которая после прохождения через охладитель паро-воз-
душной смеси 11 отсасывается водоструйным эжектором 10 [7]. Дегазированная 
вода 4 нагнетательными (раздаточными) насосами 6 подается потребителям.  

Массовое внедрение термовакуумных дегазаторов, схема которых приве-
дена на рис. 1, в городе Ижевске в 80-х годах позволило снизить остроту 
проблемы с низкой надежностью функционирования городского трубопровод-
ного хозяйства. Однако термовакуумные дегазаторы имеют ряд недостатков. 
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онной колонны. В монографиях [4, 11–13] систематизированы технические 
предложения, основанные на использовании элементов камер сгорания утили-
зируемых ракет с ЖРД в технологиях термовакуумной дегазации с целью 
совершенствования (модернизации) этих технологий. При этом следует отме-
тить, что в России в эксплуатации находится несколько тысяч термовакуумных 
дегазационных колонн, выполненных по схеме, приведенной на рис. 1.   

Для совершенствования технологии термовакуумной дегазации в [3] пред-
лагаются следующие пути: 1) увеличение поверхности раздела фаз; 2) увеличе-
ние глубины вакуума; 4) увеличение температуры дегазируемой воды. Для 
устранения недостатков термовакуумных дегазаторов насадочного типа 
в монографиях [4, 11–13] предлагается ряд технических решений, по многим из 
которых получены патенты на изобретения РФ. В частности, в указанных 
работах отмечены положительные результаты использования в качестве узла 
распыла воды на дегазацию связки из форсуночных головок жидкостных 
ракетных двигателей от утилизируемых ракет. На рис. 2 приведена фотография 
узла распыла горячей воды, а на рис. 3 – фотография отдельной форсуночной 
головки от двигателя ракеты 8К14.  

Технические решения по использованию форсуночных головок ЖРД в ка-
честве узла распыла в дегазационных колоннах защищены рядом патентов РФ 
на изобретения: № 2076768, 2202518, 2196113, 2171230. При тепло-химических 
испытаниях модернизированных промышленных дегазационных колонн было 
обнаружено, что содержание кислорода в дегазированной воде колебалось 
в пределах от 80 до 120 мкг/кг, углекислота отсутствовала полностью. Однако 
при этом происходила резкая интенсификация процесса парообразования 
в дегазационной колонне, что приводило зачастую к запиранию тракта отсоса 
паровоздушной смеси из колонны [4, 8, 9]. Для решения проблемы повышения 
эффективности работы охладителя выпара и струйного насоса было предложе-
но в конструкцию дегазационной колонны ввести дополнительно заборник 
выпара с развитой поверхностью конденсации. Такая поверхность может быть 
легко сформирована с помощью колец Рашига. Один из возможных подобных 
вариантов технического решения, в соответствии с патентом на изобретение 
России № 2175953, представлен на рис. 2 [12, 14]. 

Несмотря на высокую эффективность дегазации горячей воды при исполь-
зовании форсуночных головок от снимаемых с вооружения жидкостных ракет-
ных двигателей, при длительной работе дегазационной колонны и малых 
геометрических размерах самих центробежных форсунок тракты форсунок 
быстро зарастали оседавшей на их стенках накипью. Для ликвидации последст-
вий зарастания проходных сечений трактов форсунок необходимо было прово-
дить частые регламентные работы по их восстановлению. Более того, в состав 
одной форсуночной головки от жидкостного ракетного двигателя входят 
форсунки нескольких типов, с различными геометрическими параметрами, что 
создает определенные технические проблемы по выбору оптимальных режимов 
работы всей форсуночной головки в качестве узла распыла воды на дегазацию.  
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Рис. 3. Элементы устройства для изучения вихревых форсунок для ЖКХ  
 

 
 

Рис. 4. Экспериментальные исследования вихревой опытной форсунки 
 

Было установлено, что скорость коррозионных процессов сложным обра-
зом меняется по длине раздаточного трубопровода горячей воды. Путем 
снижения скорости  коррозионных процессов на участках сети, которые 
имеют повышенный риск образования порывов, можно увеличить сроки 
безаварийной эксплуатации трубопровода в целом. Была построена эмпириче-
ская модель, описывающая изменение скорости  коррозионных процессов по 
длине трубопровода вида [4]. 
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где 0 0 0 0 0 0 0, , , , , ,C N Q D B E K – характеристики трубопроводной системы; x  – 
текущая координата поперечного сечения трубопровода. 

Отсюда следует, что если для участков трубопровода, где скорость корро-
зии максимальна, заменить материал этих участков  на материал, более стойкий 
к коррозии, то это повысит период безаварийной эксплуатации сети горячего 
водоснабжения. При этом наиболее напряженным по скорости коррозионных 
процессов, как показывает статистика, в том числе для города Ижевска, явля-
ются участки раздаточного трубопровода на расстоянии 10–25 метров от 
центрального теплового пункта. 

Еще одним техническим решением является увеличение глубины вакуума 
в дегазационной колонне за счет совершенствования системы отсоса паровоз-
душной смеси из дегазационной колонны [4]. 

Предлагается новый экономический механизм повышения эффективности 
эксплуатации системы противокоррозионной защиты. Механизм заключается 
в том, чтобы законодательно ввести штрафы для управляющих компаний при 
превышении содержания кислорода в дегазируемой воде выше допустимых 
норм. 
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Секция 2.  
ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА, УПРАВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЕМ  

ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 
 
 
 
 
 
 

УДК 531.55.011   
 

Разработка программного обеспечения для моделирования  
и оптимального управления движением планирующего снаряда 

 
С. А. Королев, Д. А. Трефилов  

Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
В работе предложена математическая модель планирующего полета управляе-

мого реактивного снаряда переменной массы, описывающая изменение координат, 
скорости, угла наклона траектории, угла атаки и скольжения. Модель учитывает 
зависимости аэродинамических сил и моментов от размеров крыльев, стабилизато-
ров и рулей. Для построения функции оптимального управления движением снаряда 
реализован генетический алгоритм с вещественным кодированием. Рассмотрено 
несколько способов управления движением планирующего снаряда: управление 
с постоянным углом наклона траектории на участке управления, управление 
с постоянным углом атаки и управление с переменным углом атаки, найденным 
с помощью генетического алгоритма. Разработанное в ходе исследований матема-
тическое и программное обеспечение позволяет рассчитать траекторию полета 
реактивного управляемого снаряда, а также решать задачу оптимального управле-
ния движением планирующего снаряда с целью повышения дальности полета. 

 
Ключевые слова: внешняя баллистика, планирующий полет, повышение дально-

сти, математическое моделирование, оптимальное управление, генетический алгоритм. 
 
Математическая модель внешней баллистики снаряда 
Повышение дальности полета снаряда является актуальной задачей ракет-

но-артиллерийского вооружения. Целью работы является исследование воз-
можности повышения дальности полета планирующего снаряда за счет приме-
нения методов оптимального управления. 

Задача повышения дальности полета снаряда за счет использования мето-
дов оптимального управления рассматривается в работах [1–5]. В статье [5] 
приводятся способы повышения дальности полета планирующего снаряда. 
В основе методики моделирования полета снаряда лежитсистема дифференци-
альных уравнений, описывающая движение снаряда в атмосфере [6, 7]. 
                                                 
© Королев C. А., Трефилов Д. А., 2024 
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Система дифференциальных уравнений движения управляемого реактив-
ного снаряда имеет вид [8]: 

  coscosc V
dt

dx , (1) 

  sinc V
dt

dy , (2) 

  sincosc V
dt
dz , (3) 

 asin XPmg
dt
dVm  , (4) 

 
 sincos a PYmg

dt
dmV , (5) 

 


 sincos a PZ
dt
dmV , (6) 

 )(p tq
dt
dm

 , (7) 

где cx  – дальность полета; cy – высота полета снаряда; cz – боковое отклонение 
(см. рис. 1);   – угол наклона траектории;   – угол направления; V  – скорость 
снаряда; m  – масса снаряда; g  – ускорение силы тяжести; P  – тяга реактивного 

двигателя; )(p tq
dt
dm

  – расход топлива; ,   – углы атаки и скольжения 

снаряда. 
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Рис. 1. Траектория снаряда в стартовой системе координат 
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где   ,,MCC xx ,   ,MCC yy ,   ,MCC zz  – зависимости безразмерных 
коэффициентов проекций аэродинамической силы. 

Схема управляемого реактивного снаряда представлена на рис. 2. Крылья 
и стабилизаторы снаряда имеют трапециевидную форму с размерами: l  – длина 
крыла; 0b  – корневая хорда; 1b  – концевая хорда. Площадь крыльев (стабилиза-

торов) )( 10 bblS  . Удлинение крыла 
)(

4
10 bb

l


 , сужение 
0

1

b
b

 , угол 

стреловидности передней кромки 





 


l

bb 10
0 arctan . Рули занимают часть 

площади стабилизаторов cрр SkS  , где рk  – доля площади рулей в стабилиза-
торах; cS  – площадь стабилизаторов. 

 

 
 

Рис. 2. Схема управляемого реактивного снаряда: 
1 – крылья; 2 – стабилизаторы; 3 – рули  

 
Зависимости коэффициентов аэродинамической силы и момента снаряда, 

представленного на рис. 2, вычисляются по методике, приведенной в работах 
[7, 8]. 

Управление движение снаряда происходит за счет углов отклонения рулей 
(см. рис. 3). Зависимость между углами отклонения рулей и углами скольжения 
и атаки 
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Углы отклонения рулей изменяются в пределах max
нн  , max

вв  . При 
этом углы атаки и скольжения для устойчивого движения снаряда по траекто-
рии не превышают следующих значений:  

  20 ,   20 .     (9) 
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Рис. 3. Отображение углов атаки, скольжения, отклонения рулей 

Рассматриваются следующие способы управления движением снаряда. 
Первый способ управления предполагает поддержание постоянного угла 

наклона траектории на участке управления constф  . При этом 0
dt
d , из 

уравнения (5) получаем зависимость для угла атаки 

 
PqSC

mg
y 




М

cos . (10) 

На участке управления, т. е. когда угол наклона траектории станет меньше 
заданного постоянного угла наклона траектории ф , будем считать угол 
атаки по ранее выведенной формуле (10). В начальной части траектории до 
участка управления угол атаки 0 . Далее получим траектории с различным 
постоянным углом наклона траектории. Среди найденных траекторий найдем 
случай, когда снаряд достигает максимальной дальности полета при заданных 
ограничениях (9). 

Второй способ управления движением снаряда предполагает задание по-
стоянного угла атаки constф   на участке управления, до участка управ-
ления 0 . Начало участка управления примем в верхней точке траектории, 
когда угол наклона траектории станет отрицательным 0 . Далее получим 
траектории с различным постоянным углом атаки. Среди найденных траекто-
рий найдем случай, когда снаряд достигает максимальной дальности полета 
при заданных ограничениях (9).  
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Третий способ управления движением снаряда предполагает задание угла 
атаки в виде зависимости от времени )(t  на участке управления, когда 
угол наклона траектории станет отрицательным 0 . Угол атаки до участка 
управления 0 . Функцию )(t  найдем из решения задачи оптимального 
управления с целью повышения дальности полета снаряда. Задачу будем 
решать с помощью генетического алгоритма, поэтому непрерывную зависи-
мость )(t  заменим вектором значений угла атаки в фиксированные момен-
ты времени  i , ki ,...,0 . 

Рассмотрим задачу оптимального управления 
max)(  fX , 

где f  – целевая функция дальности полета снаряда;  i  – вектор углов 

атаки;  20,20 i ; ki ,...,1 ; 
h
Tk  ; T  – время полета снаряда; h  – интервал 

времени изменения угла атаки. 
Для решения системы (1)–(7) был использован метод Рунге – Кутты 4-го 

порядка [9]. Для обеспечения заданной относительной точности по норме 
вектора решений 310  шаг по времени составил 0,03125 с. 

При решении задачи оптимизации был использован генетический алго-
ритм с вещественным кодированием [10]. Для наискорейшей сходимости были 
выбраны следующие параметры генетического алгоритма: объем популяции, 
равный 50 хромосом, вероятность скрещивания, равная 0,5, вероятность мута-
ции, равная 0,01. 

Исследование дальности полета снаряда 
В табл. 1 представлены параметры рассматриваемого снаряда. 
 

Таблица 1. Параметры снаряда 
№ п/п Наименование Обозначение Значение 

1 Калибр снаряда d, м 0,1 
2 Масса снаряда m,кг 40,0 
3 Длина снаряда l, м 2,0 
4 Корневая хорда крыла b10, м 0,1 
5 Концевая хорда крыла b11, м 0,2 
6 Длина крыла l1, м 0,15 
7 Корневая хорда стабилизатора b20, м 0,15 
8 Концевая хорда стабилизатора b21, м 0,1 
9 Длина стабилизатора l2, м 0,1 

10 Доля площади руля в стабилизаторе kp 0,5 
11 Время начала работы двигателя tp0, c 5,0 
12 Продолжительность работы двигателя рt , c 4,0 
13 Единичный импульс тяги реактивного 

двигателя 
I1, м/c 2500 

14 Масса топлива Тm , кг 10,0 
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В табл. 2 представлены начальные условия стрельбы. 
 

Таблица 2. Начальные условия стрельбы 
№ п/п Наименование Обозначение Значение 

1 Координата xc xc, м 0,0 
2 Координата yc yc,м 0,0 
3 Координата zc zc, м 0,0 
4 Скорость снаряда V,м 200,0 
5 Угол наклона траектории  , град. 45 
6 Угол направления  , град. 0 
8 Температура воздуха T0,K 288,15 
9 Давление воздуха P0, Па 100000 

 
Рассмотрим результаты моделирования движения планирующего снаряда 

при рассматриваемых способах управления. 
На рис. 4 и 5 представлены графики траекторий при поддержании посто-

янного значения угла наклона траектории на участке управления. Значения угла 
наклона траектории ф  выбирались в диапазоне от –20 до 0 градусов с шагом 
5 градусов. 

 

 

1 

3 

4 
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Рис. 4. Графики траекторий при изменении постоянного угла наклона траектории:  
1 – опорная траектория (без управления), 2 – ф 0   , 3 – ф 5    , 4 – ф 10    ,  
5 – ф 15    , 6 – ф 20     

 
Из рис. 4 следует, что дальность полета снаряд без управления составляет 

24,0 км, при  5ф  достигается максимальная дальность полета снаряда, равная 
30,9 км, что на 28,75 % больше по сравнению с дальностью снаряда без управления. 
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На рис. 5 представлены графики зависимости углов наклона траектории от 
времени. По графикам видно, что постоянное значение угла наклона траектории 
поддерживается только на части участка управления. В дальнейшем значение угла 
наклона уменьшается вследствие того, что срабатывает ограничение на значение 
угла атаки и снаряд физически не может сохранять прямолинейное движение. 
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Рис. 5. Графики зависимости углов наклона траектории от времени: 1 – опорный 
график (без управления), 2 –  0ф , 3 –  5ф , 4 –  10ф , 5 –  15ф , 6 –  20ф  

 
Рассмотрим результаты моделирования движения снаряда при задании по-

стоянного значения угла атаки на участке управления. 
На рис. 6 представлены графики траекторий при изменении постоянного 

угла атаки в диапазоне от 4 до 20 градусов с шагом 4 градуса. 
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Рис. 6. Графики траекторий при изменении постоянного угла атаки: 1 – опорная 
траектория (без управления), 2 –  4ф , 3 –  8ф , 4 –  12ф ,5 –  16ф , 6 –  20ф  
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Из рис. 6 видно, что при  16ф  достигается максимальная дальность по-
лета 30,2 км, что на 25,83 % больше по сравнению с дальностью снаряда без 
управления. 

На рис. 7 представлены графики траекторий для всех трех рассматривае-
мых способов управления движением планирующего снаряда. При этом для 
первого и второго способа управления выбраны оптимальные значения пара-
метров управления, обеспечивающие максимальную дальность. 
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Рис. 7. Графики траекторий движения полета снаряда: 1 – опорная траектория (без 
управления), 2 – первый способ управления,  5ф , 3 – второй способ управления, 

ф 16   , 4 – третий способ управления,  t  
 
На рис. 8 представлены графики зависимости угла атаки от времени для 

трех способов управления. 
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Рис. 8. Графики зависимостей углов атак от времени: 1 – опорный график (без управления), 
2 –первый способ управления,  5ф , 3 – второй способ управления,  16ф , 4 – третий 
способ управления,  t  
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Из рис. 7 видно, что максимальная дальность полета снаряда достигается 
при третьем способе управления и составляет 31,2 км, что на 30,0 % больше по 
сравнению с дальностью снаряда без управления. 
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Математическое моделирование  
движения управляемого реактивного снаряда 

С. А. Королев, А. И. Федоров  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
В работе рассматривается вопрос математического моделирования движения 

управляемого реактивного снаряда. Предлагается математическая модель управ-
ления движением снаряда с учетом запаздывания. Представлено решение прямой 
задачи внешней баллистики для 122мм-го реактивного снаряда РСЗО «Град». 
Численное решение уравнений движения снаряда реализовано методом Рунге – 
Кутты 4-го порядка. Для настройки параметров модели под штатные условия 
выстрела был подобран коэффициент формы для выбранного закона сопротивле-
ния и угол стрельбы, обеспечивающий максимальную дальность. Проведены иссле-
дования влияния отклонения начальных условий, параметров снаряда, продольного 
и бокового ветра на отклонение снаряда от заданной траектории. Определены 
зависимости параметров управления для коррекции траектории снаряда с учетом 
запаздывания. Проведены исследования возможности и эффективности коррекции 
траектории реактивного снаряда при различном уровне влияния возмущающих 
факторов. 

 
Ключевые слова: внешняя баллистика, математическое моделирование, реак-

тивное движение, управление движением, точность поражения. 
 
Моделирование траектории и управлении снаряда позволяет увеличить 

эффективность и точность поражения целей, что непосредственно влияет на 
оборонные возможности страны. Основными функциями управления реактив-
ными снарядами являются такие параметры, как стабилизация (обеспечивает 
поддержание снаряда в стабильном положении в полете) и наведение (обеспе-
чивает направление снаряда на цель). 

В статьях [1, 2] обсуждается проблема с запаздыванием в системах управ-
ления ракетами и ее последствия для точности, эффективности и стабильности 
ракет. Авторы отмечают, что задержки могут быть вызваны различными 
факторами, такими как задержки в обработке данных, задержки в передаче 
данных, задержки в вычислениях и т. д. Они также обсуждают различные 
подходы к компенсации запаздывания и уменьшению его влияния на систему 
управления, такие как использование предсказания и адаптивного управления. 
В заключение авторы отмечают, что проблема с запаздыванием в системах 
управления ракетами является важной и актуальной проблемой и что необхо-
димо продолжать исследования в этой области, чтобы разработать более 
эффективные и точные системы управления ракетами. 

                                                 
© Королев С. А., Федоров А. И., 2024 
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Целью работы была разработка математических моделей, вычислительных 
алгоритмов и программы для решения задач внешней баллистики управляемого 
движения реактивного снаряда.  

Разработано программное обеспечение для расчета внешней баллистики ре-
активного снаряда с учетом коррекции траектории полета. Для реализации был 
выбран язык программирования Python [3]. Он имеет множество модулей и па-
кетов для работы с файлами, базами данных, графикой, математикой и другими 
областями. Кроме того, существует множество сторонних библиотек и фреймвор-
ков для Python, которые могут облегчить разработку сложных приложений. Для 
разработки пользовательского интерфейса была выбрана библиотека PyQt6 [4]. 

Расчет траектории движения снаряда включает решение системы диффе-
ренциальных уравнений [5] движения с учетом использования реактивного 
двигателя и аэродинамических рулей. В математической модели также учиты-
вается неоднородность параметров атмосферы по высоте [6] и распределение 
скорости ветра по степенному закону [7]. В работе представлено численное 
решение уравнений движения снаряда методом Рунге – Кутты 4-го порядка [8]. 

В модели присутствуют следующие допущения: 
1. Снаряд считается абсолютно стабилизированным, колебания оси снаря-

да относительно центра масс не рассматриваются. Поэтому будем рассматри-
вать движение центра масс снаряда. 

2. Режим работы реактивного двигателя постоянный на активном участке 
траектории. 

3. Система стабилизирована по углу крена, снаряд не вращается вокруг 
своей оси. 

4. Задача решается в прямоугольной системе координат, форма поверхно-
сти Земли не учитывается. 

Траектория движения снаряда строится в стартовой системе координат
сссс zyxO , связанной с точкой расположения орудия и ориентированной по 

направлению стрельбы (рис. 1) [9].  
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Рис. 1. Ориентация стартовой   ссс zyOx  и траекторной  ккк zyOx  
систем координат 
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Система дифференциальных уравнений движения для случая реактивного 
снаряда включает следующие уравнения: 

– уравнения движения центра масс снаряда:  

 coscosс V
dt
dx ,    sinс V

dt
dy ,    sincosс V

dt
dz ; (1) 

– уравнение скорости снаряда 

aXPmg
dt
dVm  sin ;     (2) 

– уравнение угла наклона траектории 


 sincos PYmg

dt
dmV a ;    (3) 

– уравнение угла направления 




 sincos PZ
dt
dmV a ;     (4) 

– уравнение изменения массы снаряда 

)(tq
dt
dm

p ,                                                  (5) 

где aaa ZYX ,,  – проекции аэродинамической силы на оси траекторной системы 
координат; m – масса снаряда; l – длина; g – ускорение силы тяжести; P – тяга 
реактивного двигателя; α, β – углы атаки и скольжения снаряда; рq  – функция 
расхода газов через сопло реактивного двигателя. 

Участок управления задается в течение определенного промежутка време-
ни до конца полета снаряда. Вне участка управления коррекция не производит-
ся, углы α и β равны нулю. 

Управляющее воздействие определяется с помощью функций )( y  и )( z : 

,)( 21 dt
ydkyky 

 ,)( 21 dt
zdkzkz 


 
  (6) 

где ,y z   – отклонение координат y и z фактической траектории от идеальной, 
k1 и k2 – коэффициенты чувствительности управления, подбираются эмпириче-
ским путем. Для функции управления (6) существует зависимость коэффициен-
тов 1

2
2 4 kk  , при которой минимизируются колебания отклонений снаряда 

относительно идеальной траектории. 
Для устойчивости движения снаряда по траектории вводятся ограничения: 

 20|)(| y ,  20|)(| z .    (7) 

В работе рассматривается коррекция с запаздыванием зt  и коррекция на 
определенном промежутке времени до поражения цели кt . 

Одним из распространенных методов коррекции движения реактивного 
снаряда за некоторое время до прилета к цели является метод инерциальной 
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навигации с коррекцией по данным системы глобального позиционирования 
(GPS, ГЛОНАСС). Для коррекции траектории снаряда используются данные 
о его текущем положении, полученные от системы позиционирования. В работе 
проведено исследование с длиной участка коррекции  20,5к t  с до пораже-
ния цели. 

Временная задержка в коррекции траектории реактивного снаряда может 
возникать по различным причинам: задержка в передаче сигнала от датчиков 
к системе управления, задержка в обработке сигнала и вычислении команд 
управления, а также задержка в реализации этих команд приводами системы 
управления. Эта задержка может иметь значительное влияние на точность 
и стабильность управления снарядом, особенно при высоких скоростях и на 
больших расстояниях. В работе проведено исследование с временным запазды-
ванием  2,0з t  с. 

В табл. 1 представлены характеристики снаряда. 
 

Таблица 1. Характеристики снаряда 
Характеристика Численное значение 

Калибр, мм 122 
Длина снаряда со взрывателем, мм 2870 
Тип головной части осколочно-фугасная 
Вес снаряженного снаряда, кг: 66 
Наибольшая скорость снаряда при нормальных 
климатических условиях, м/c 

690 

Максимальная дальность стрельбы, км 20,4 
Время работы двигателя, с 1,88 

 
Коэффициент формы ix определяется из сравнения зависимости для коэф-

фициента лобового сопротивления данного снаряда с зависимостью для снаря-
да, принятого за эталон с ix = 1 для определенного закона сопротивления.  

Подбираем коэффициент ix и начальный угол 0θ  такой, чтобы максималь-
ная дальность совпадала с табличным значением 20,4 км. При значениях 
коэффициента формы ix = 0,609 и угла наклона траектории  15,450 получили 
дальность 20400,05 м. 

В качестве возмущающего фактора рассматривается влияние ветра, скорость 
и направление ветра изменялись в диапазоне  5,0w  м/c и   360,0w  
соответственно. Идеальная траектория строится при отсутствии ветра. 

Коррекция траекторииснаряда при влиянии ветра осуществляется за счет 
изменения углов атаки и скольжения по формулам (6). При этом расчетная 
траектория приближается к идеальной траектории, без учета ветра. 

На рис. 2 представлены результаты расчета коррекции влияния ветра при 
различной длине участка коррекции без учета запаздывания. 

На рис. 3 представлены результаты расчета коррекции влияния ветра при 
различном времени запаздывания. 
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a б  
 

Рис. 2. Коррекция траектории полета при αw = 0° и w = 5 м/c, tз = 0 c:  
а – Δtк = 20 c; б – Δtк = 10 с 

 

а  б  
 

Рис. 3. Коррекция траектории полета при αw = 0° и w = 3 м/c , Δtк = 20c : 
а – tз = 1 c; б – tз = 2 c 

 
Результаты расчета отклонения координат снаряда от идеальной траекто-

рии в точке падения zx  ,  в процессе коррекции влияния ветра при 
 20,10,5к t  с до поражения цели, скоростях ветра  5,3,1w  м/cи направ-

лениях ветра   270,180,90,0w  представлены в табл. 2. 
 
Таблица 2. Отклонения координат снаряда в точке падения в процессе коррекции 
влияния ветра при Δtк = 5, 10, 20 с и tз = 0 c 

№ Δtк = 20 с Δtк = 10 с  Δtк = 5 с w, м/c αw, ° Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м 
1 –3,16 0  –15,66 0  –31,02 0 

1 

0 
2 –4,88 0,57  –4,43  –8,79  –13,65  –146,76 90 
3 –7,18 0,07  –1,93  –1,38 117,13 0,02 180 
4 –4,88 –0,57  –4,43 8,79  –13,65 146,76 270 
5 –15,74 0 39,97 0  –545,94 0 

3 

0 
6 –9,78 –9,54  –40,98 –176,16 –31,22 –840,72 90 
7 9,22 –1,02 158,34 0,16 792,48 0,22 180 
8 –9,78 9,54  –40,98 176,16 –31,22 840,72 270 
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Окончание табл. 2 

№ Δtк = 20 с Δtк = 10 с  Δtк = 5 с w, м/c αw, ° Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м 
9 –11,31 0  –26,38 0  –

1178,73 
0 

5 

0 

10 –21,3 2,63  –129,25 –741,79 –22,82 –1605,41 90 
11 4,56 0,05 791,6 1,1 1428,53  –0,21 180 
12 –21,3 –2,63  –129,25 741,79  –22,82 1605,41 270 

 
Коррекция достигает необходимой точности (отклонение координат сна-

ряда не превышает 100 м) при следующих параметрах:  
1) на участке коррекции 20к t  с  при  5,0w  м/c и   360,0w ; 
2) на участке коррекции 10к t  с при  1,0w  м/c,   360,0w  

и 3w  м/c,  0w ; 
3) на участке коррекции 5к t  с при  1w  м/c,  0w .  
В более короткий промежуток времени и при более сильном ветре алго-

ритм не успевает скорректировать траекторию движения снаряда. 
При запаздывании происходит колебательный процесс относительно базо-

вой траектории, поэтому с момента, когда снаряд выходит на базовую траекто-
рию, определялось среднее значение отклонений координат снаряда. 

Результаты коррекции траектории с временным запаздыванием
 з 0.5,1, 2t   с за 20к t  с до поражения цели при разных параметрах ветра 

представлены в табл. 3. 
 
Таблица 3. Отклонения координат снаряда в точке падения в процессе коррекции 
влияния ветра при tз = 0.5, 1, 2 с и Δtк = 20 с 

№ tз = 0.5 c tз = 1 c tз = 2 c w, м/c αw, ° Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м Δx, м Δz, м 
1 9,15 0 35,57 0 140,33 0 

1 

0 
2 14,71 5,23 30,67 11,26 87,44 72,77 90 
3 6,45 1,23 46,41 4,12 160,98 0,28 180 
4 14,71 5,23 30,67 11,26 87,44 72,77 270 
5 34,81 0 84,73 0 45,16 0 

3 

0 
6 29,25 6,3 45,58 99,67 251,27 502,2 90 
7 57,38 1,36 17,95 4,95 200,57 0,1 180 
8 29,25 6,3 45,58 99,67 251,27 502,2 270 
9 59,43 0 98,11 0 246,37 0 

5 

0 
10 63,58 86,22 109,91 318,11 715,12 242,35 90 
11 46,21 1,41 70,83 4,3 61,94 0,2 180 
12 63,58 86,22 109,91 318,11 715,12 242,35 270 

 
Коррекция достигает необходимой точности (отклонение координат сна-

ряда не превышает 100 м) при следующих параметрах:  
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1) на участке коррекции 20к t  с и времени запаздывания 5.0з t  c при 
 5,0w  м/c и   360,0w . 
2) на участке коррекции 20к t  с и времени запаздывания 1з t  c при 
 3,0w  м/c и   360,0w , также при 5w  м/c,   180,0w . 
3) на участке коррекции 20к t  с и времени запаздывания 2з t  c при 

1w  м/c и   270,90,0w , также при 3w  м/c,  0w . 
Исследование возможности коррекции траектории в зависимости от длины 

участка коррекции при влиянии ветра показали (отклонение координат 
снаряда не превышает 100 м): при продольном ветре   180,0w  со скоро-
стью 1w  м/c участок коррекции должен быть не менее 5 с, при 3w  м/c – 
11 с, при 5w  м/c – 15 с; при боковом ветре   270,90w  со скоростью 

1w  м/c участок коррекции должен быть не менее 6 с, при 3w  м/c – 11 с, 
при 5w  м/c– 13 с. 

Исследование возможности коррекции траектории в зависимости от вре-
мени запаздывания при влиянии ветра показали (отклонение координат 
снаряда не превышает 100 м): при продольном ветре   180,0w  со скоро-
стью 1w  м/c время запаздывания не более 1,6 с, при 3w  м/c – 1,4 с, при 

5w  м/c – 1 с; при боковом ветре   270,90w  со скоростью 1w  м/c 
время запаздывания не более 2 с, при 3w  м/c – 1,1 с, при 5w  м/c – 0,6 с. 
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Решение основной задачи внутренней баллистики выстрела  
для зерненного пороха в одномерной газодинамической постановке 

С. Н. Моряков  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Представлена математическая модель для решения задачи внутренней балли-

стики выстрела для зерненого пороха в одномерной газодинамической постановке, 
которая описывает движение газов, твердой фазы и снаряда внутри ствола. Для 
решения задачи использовался конечно-разностный совместный эйлерово-лагранжев 
(СЭЛ) метод, который позволяет рассчитывать течения с ударными волнами или 
разрывами параметров в области течения. На основе газодинамической модели 
разработано программное обеспечение, позволяющее произвести расчеты и строить 
графики основных параметров газовой динамики: давление газа, плотность газа, 
скорость газа, температура газа, скорость твердой фазы и т. д. Также имеется 
возможность строить эпюру максимальных давлений, действующих на камеру 
и ствол. Проведены исследования сходимости с помощью принципа Рунге. Проведен-
ное исследование позволяет детально рассмотреть влияние газов и твердой фазы на 
стенки ствола, на дно ствола и на снаряд. Благодаря этому, можно понять, каким 
характеристикам должны соответствовать ствол и снаряд для обеспечения 
требуемых параметров выстрела. 

 
Ключевые слова: внутренняя баллистика, математическое моделирование, га-

зодинамика, разностный метод, результаты расчета. 
 
Концептуальная постановка задачи внутренней баллистики 
Целью работы является разработка программного обеспечения для реше-

ния основной задачи внутренней баллистики в газодинамической постановке 
и автоматизации расчетов влияния внутренней среды на ствол и снаряд с ис-
пользованием конечно-разностной схемы. 

Были приняты следующие допущения: пороховые элементы, входящие в за-
ряд, одинаковы; теплофизические характеристики продуктов горения пороха 
постоянны; движение снаряда начинается тогда, когда давление в заснарядном 
объеме достигнет давления форсирования фp ; пренебрегается воздействием 
частиц пороха и газа на стенки ствола. 

Математическая постановка задачи 
Представим математическую модель, основанную на законах сохранения 

массы, импульса и энергиив виде [1–3]: 
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где ρ  – плотность газа; m  – пористость смеси; S  – площадь сечения; G  – 
газоприход в единице объема; v  – скорость движения газа; δ  – плотность 
материала пороха; w  – скорость движения твердой фазы; p  – давление; wτ –
гидравлическое сопротивление; ε  – внутренняя энергия единицы массы поро-
ховых газов; Q  – теплотворная способность пороха; z  – относительная толщи-
на сгоревшего свода; ku  – линейная скорость горения пороха; 12e  – начальная 
толщина горящего свода; ψ  – относительная доля сгоревшего пороха; 0S  – 
начальная поверхность порохового зерна; 0  – начальный объем порохового 
зерна;  ψσ  – отношение текущей поверхности горения к первоначальной; α  – 
коволюм; θ 1k  , k   показатель адиабаты. 

Начальные и граничные условия: 
1. ,0,0 км  tLx  

 ,
α
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δ
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в

в
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W

fppwv
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δ
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где вp – давление воспламенителя; вω  – масса воспламенителя; f  – сила 
пороха;   – плотность заряжения; кмL  – длиназарядной камеры; кмW  – объем 
зарядной камеры. 

2. 0x , 0t  
 0 wv ; 
3. снxx  , 0t  

 снсн
сн

сн , pS
dt

dvqvwv  , 

где q  – масса снаряда. 
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2. Разработан алгоритм численного решения задачи на основе конечно-
разностного метода СЭЛ, который благодаря шахматным сеткам обладает 
вторым порядком точности по пространству и времени. 

3. Проведена верификация численного метода и алгоритма по сеточной 
сходимости. Значение по дульной скорости отличается от «точного» не более 
чем на 0,8 %, а практический порядок аппроксимации равен 2,4–2,7, в зависи-
мости от ω/q. 

4. Сравнение эпюр максимальных давлений показывает, что при проекти-
ровании ствола для артиллерийских систем с различными ω/q необходимо 
ориентироваться на огибающую эпюр максимальных давлений, полученных 
при различных ω/q. 
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УДК 536.46   
 

Исследование возможности повышения характеристик 
артиллерийского вооружения за счет комплексного решения  

задач внутренней и внешней баллистики 

Д. А. Рылов 
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Дальность артиллерийского выстрела зависит от массы снаряда, его дульной 

скорости, угла стрельбы и сопротивления набегающего воздуха. В работе исследова-
на возможность увеличения дальности стрельбы за счет увеличения дульной скоро-
сти снаряда, реализуемого путем использования в заряде комбинации зерненых 
порохов двух различных марок. Представлен метод поиска оптимального значения, 
основанный на методе планирования эксперимента. 

 
Ключевые слова: снаряд; внутренняя баллистика, математическая модель, ско-

рость снаряда, оптимизация. 
 
Введение 
В современном мире на полях сражений целью каждой стороны конфликта 

является поражение сил противник и сохранение своих. Поэтому важной 
задачей является повышение дальности стрельбы артиллерийских систем. 

В настоящее время известно несколько способов повышения дальности 
стрельбы артиллерийского снаряда: активно-реактивный принцип, связанный 
с дополнительным ускорением снаряда на траектории полета, оптимизация 
внутри- и внешнебаллистических условий стрельбы и оптимизация аэродина-
мических характеристик снаряда [1–5]. 

Изменение внутрибаллистических условий осуществляют за счет измене-
ния конструкции заряда, как правило, при условии постоянства максимального 
давления в канале ствола [6]. 

Целью настоящей статьи является исследование возможности увеличения 
дальности стрельбы за счет увеличения дульной скорости снаряда, реализуемо-
го путем использования в заряде комбинации зерненых порохов двух различ-
ных марок (фракций). 

Математическая модель внутренней баллистики выстрела 
В качестве допущений полагается, что воспламенитель массой в  сгорает 

мгновенно и создает начальное давление вp . При этом теплофизические 
параметры продуктов горения воспламенителя совпадают с параметрами 
продуктов горения заряда первой фракции. Массой воздуха в камере сгорания 
пренебрегается. Основной заряд, состоящий из зерненного пороха, воспламеня-
ется сразу по всей поверхности в момент сгорания воспламенителя. Снаряд 
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начинает двигаться после достижения в камере давления форсирования фp
 вф pp  . Теплообменом с горящей поверхностью заряда пренебрегается 
(скорость тепловой волны близка к скорости горения). Трение и теплообмен 
продуктов горения с поверхностью канала ствола не учитывается. Рассматрива-
ется заряд, состоящий из двух фракций зерненного пороха. 

Математическая модель основной задачи внутренней баллистики в осред-
ненных параметрах, где в рамках допущений учтены распределения давления, 
и скорости газопороховой смеси по заснарядному пространству для канала 
переменного сечения, подробно рассмотрена в работе [7]. 

Постановка задачи оптимизаций 
Для поиска наилучших значений варьируемых параметров воспользуемся 

методикой, представленной в [6]. Идея данного метода заключается в планиро-
вание численных экспериментов, согласно которому целевая функция и огра-
ничения представляют на заданных интервалах варьируемых параметров в виде 
полиномов второго порядка. Следующим шагом является поиск экстремума 
полинома, который может быть получен методами, изложенными в [8]. 

Введем относительные переменные варьируемых параметров 
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r rx
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                                                        (1) 

Здесь ir  – значениеi-го параметра  ni ,1 ; 0ir  – нулевой уровень (центр 
плана); ir  – размах варьирования. 

Математические модели искомых функций  
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nixi ,..,1,11   

и центры (n – 1)-мерных граней. Число точек плана равно 2n + 2n. 
Для поиска коэффициентов регрессионной зависимости воспользуемся 

выражением [9] 
,)( 1 pyFFFa 

   

где F – матрица планирования эксперимента; py  – вектор столбец расчетных 
значений в узлах плана. 

Рассмотрим алгоритм поиска оптимального значения целевой функций 
с учетом вида регрессионных зависимостей и ограничению по давлению. 
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2. Результат решения подставляется в зависимость  
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Затем, проходя область изменения аргумента )1,..,1(,11  nixi  
с определенным шагом, получаем набор значений м

д , из которых выбираем 
максимальное. Стоит заметить, что рассматривать необходимо те точки, 
в которых дискриминант не меньше нуля. 

3. Если максимум целевой функций на границе плана, строится новый 
план с центром в данной точке и алгоритм повторяется. 

Метод численного интегрирования уравнений внутренней баллистики  
Для решения дифференциальных уравнений применяется метод Рунге-

Кутта 4-го порядка точности. 
Рассмотрена задача Коши для уравнения 
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Явный метод Рунге-Кутта состоит в следующем. Вводится сеточная функ-
ция    nn

n tutyy  . Последовательно вычисляются функции: 
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.                         (6) 

При этом теоретическая погрешность метода имеет 4 порядок относитель-
но шага по времени. 

   4 n
n tuy . 

Верификация численного алгоритма  
Для верификаций задачи был использован принцип Рунге для определения 

точности решения дифференциальных и определения практического порядка 
точности численного метода. 
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Численные результаты 
Численные исследования проводились для артиллерийской системы со сле-

дующими геометрическими характеристиками: диаметр камеры ;м196,0км d  
начало м85,0ну l  и конец м015,1ку l  уширения камеры; длина камеры 

;м015,1км L  диаметр канала ствола ;м152,0кн d  длина ствола м547,6д L . 
Переменная площадь сечения камеры и канала ствола задавалась следую-

щим образом:   2
кмкм 25,0 dSxS  , если ну0 lx  ;   2

кнкн 25,0 dSxS  , если 

куlx  ; при куну lxl   сначала определялся переменный диаметр в уширении 
камеры линейной интерполяцией между диаметром камеры кмd  и диаметром 
канала ствола кнd , затем в соответствующей точке x  определялась площадь 
сечения камеры. 

В качестве варьируемых параметров выберем силу пороха  1f  и полутол-
щину горящего свода 11e  первой фракции. При этом 

.мм102,2=мм, 10[1,8;2,6]=

Дж/кг,100,9=,Дж/кг 10[0,7;1,1]=
3-

12
3-

11

6
2

6
1





ee
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Масса воспламенителя вω 0,81 кг  пороха 1 2ω ω 19 кг  ; масса снаряда 
46 кгq  , штатное максимальное давление   МПа322мш p . Единичная 

скорость горения 1u  подбиралась для обеспечения штатной дульной скорости 
снаряда при решении ОЗВБ. 

Результаты моделирования представлены на рис. 2. При дульной скорости 
м/с0,945д v  расчетное максимальное давление оказалось равным 

  МПА9,328мкн p . 
В табл. 1 представлен план эксперимента с варьируемыми параметрами 
111 , ef  (параметры f2, e12 фиксированы), представленными в нормированной 

форме. 
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Воспользовавшись алгоритмом (1)–(5), определяем максимальную дуль-
ную скорость при давлении   МПА9,328мкн p , которая равна: м/с6,980д v . 
Соответствующие параметры заряда приведены в табл. 2. 

Стоит заметить, что результаты, полученные путем поиска оптимального 
значения варьируемых параметров, отличались по максимальному давлению на 
дно канала ствола. Поэтому была подобрана скорость горения для обеспечения 
нужного давления на дно канала ствола. 
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Таблица 1. План эксперимента 

№ 1x  2x  рp , МПа mp , МПа ( ),%mp  д
рv , м/с м

дv , м/с д( ), %v  
0 0 0 328,9 329,38 0,12 945,00 945,00 0,001 
1 1 1 420,19 420,57 0,09 1019,39 1019,38 0,000 
2 –1 1 253,70 252,83 0,34 867,37 867,38 0,001 
3 1 –1 412,13 413,21 0,26 1015,89 1015,88 0,001 
4 –1 –1 253,69 253,52 0,07 863,79 863,78 0,000 
5 1 0 419,90 418,46 0,34 1018,80 1018,82 0,001 
6 –1 0 253,70 254,75 0,41 866,77 866,76 0,001 
7 0 1 328,99 329,48 0,15 945,59 945,59 0,001 
8 0 –1 327,03 326,14 0,27 942,02 942,04 0,001 

1f  11e  max( ) , % 0,41mp   д max( ) ,% 0,001v   
 
Таблица 2. Результаты при штатных параметрах пороха и наилучшим вариантом 

№ f1, Дж/кг f2, Дж/кг e11, м e12, м 11u ·1010, 
м3/(Н с) 

12u ·1010, 
м3/(Н с) дv , м/с 

1 900000 900000 0,0022 0,0022 7,03 7,03 945,0 
2 1100000 900000 0,0041 0,0022 6,34 6,34 980,6 

 
На рис. 2 представлены эпюры распределения максимального давления по 

каналу ствола. 
 

 
 

Рис. 2. Эпюры максимального давления: 1 – штатный выстрел, 
2 – наилучший вариант 

 
Так как оптимальное решение найдено на границе области поиска, необ-

ходимо произвести вторую итерацию метода с центром плана в точке, найден-
ной на предыдущей итерации. 
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УДК 004.942+004.946:531.56/.57   
 

Исследование влияния движения снарядов внутри ствола  
и колебаний ствола на формирование начальных условий  

вылета снаряда из дульного среза 

В. Г. Суфиянов, Ф. С. Бондарев  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Существенное влияние на точность и кучность стрельбы оказывает колебание 

ствола при стрельбе очередями из автоматической пушки. В работе представлены 
результаты исследования возмущающего действия колебаний ствола 30-мм авто-
матической пушки на точность и кучность стрельбы, которые проводились на 
основе реализованных компьютерных моделей внутренней баллистики, колебаний 
ствола и внешней баллистики. Проведены параметрические исследования по оценке 
влияния колебаний ствола на формирование начальных условий и траекторию 
движения снаряда. Показано, что отклонения, вызванные колебаниями ствола при 
стрельбе из автоматической пушки, оказывают существенное влияние на разброс 
снарядов при стрельбе очередями. 

 
Ключевые слова: внутренняя баллистика, колебания ствола, начальные ус-

ловия стрельбы, внешняя баллистика, 3D-визуализация, математическое модели-
рование. 

 
Точность и кучность стрельбы очередями в автоматическом режиме зави-

сит от множества факторов. Существенное влияние на эти характеристики, 
наряду с возмущающими воздействиями внешней среды, оказывает колебание 
ствола. Высокое давление и взаимодействие снаряда с каналом ствола при 
выстреле вызывают продольно-поперечные колебания ствола, которые форми-
руют начальные условия движения по внешнебаллистической траектории 
последующих снарядов при стрельбе очередями. Целью работы является 
разработка программного обеспечения, реализующего численное моделирова-
ние и 3D-визуализацию для параметрических исследований влияния колебаний 
ствола на начальные условия движение снаряда. 

Анализ возмущающего действия на точность и кучность стрельбы прово-
дился на основе реализованных компьютерных моделей внутренней баллисти-
ки, колебаний ствола и внешней баллистики для снаряда. Модели внутренней 
и внешней баллистики представляют собой системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, которые решались явным методом Рунге – Кутты 4-го 
порядка.  

Объектом исследования является 30-мм автоматическая пушка с осколоч-
но-фугасным снарядом. Проведены параметрические исследования по оценке 
влияния колебаний ствола на траекторию движения снаряда.  
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Математическая модель формирования начальных условий  
внешней баллистики 
Основная задача внутренней баллистики в термодинамической постановке 

решается для определения изменения уровня давления и скорости движения 
снаряда внутри канала ствола [1]. В работе рассматривается 30-мм автоматиче-
ская нарезная пушка. Характеристики артиллерийской системы: объем заряд-
ной каморы составил кмW  = 0,186 д 3м , масса снаряда принималась равной  
q  = 0,389 кг, масса пороха составила ω  = 0,121 кг (параметры пороха: сила 
пороха f  = 1,015 МДж/кг; плотность   = 1550 кг/ 3м ; коволюм α  = 0,00102 м3/кг). 
Результаты расчета основной задачи внутренней баллистики представлены на 
рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетные внутрибаллистические параметры выстрела для 30-мм пушки: 
1 – среднее давление в стволе, 2 – давление на дно снаряда, 3 – давление на дно канала ствола, 
4 – скорость снаряда 

 
Максимальное среднее давление внутри ствола составило maxp  = 323,2 МПа, 

давление на дно канала ствола max
кнp  = 338,4 МПа, давление на дно снаряда  

max
снp  = 292,7 МПа и дульная скорость снаряда составила 0V  = 960 м/с, которая 

служит начальным условием движения снаряда по внешнебаллистической 
траектории. Начальная аксиальная угловая скорость снаряда рассчитывается по 
формуле [1]: 

r
V

x



tg0

0 , 

где   – угол наклона нарезов; r  – радиус канала ствола. В рассматриваемом 
варианте начальная аксиальная угловая скорость составила 0x  = 8448 рад/с. 
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Как видно из результатов, траектории снарядов становятся не монотонны-
ми, и наибольшее отклонение траектории достигается при максимальных 
рассматриваемых углах нутации 2010 δδ  =20°. Результаты сравнения точности 
стрельбы при различных начальных углах нутации сведены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Отклонения траекторий в зависимости от начальных углов нутации 

Угол 
нутации

2010 δ,δ , ° 
Конечная 
точка y, м 

Конечная 
точка z, м 

Отклонение 
по высоте, м 

Боковое 
отклонение, м 

Отклонение  
от центра 
мишени, м 

–5 0,830 –0,327 –0,620 –0,327 0,701 
0 1,450 0,003 0,000 0,003 0,003 
2 1,693 0,134 0,243 0,134 0,277 
5 2,070 0,334 0,620 0,334 0,704 

10 2,771 0,692 1,321 0,692 1,491 
20 4,608 1,715 3,158 1,715 3,594 

 
Как видно из табл. 1, при рассматриваемых начальных условиях наиболь-

шие отклонения достигают в случае 2010 δδ   = 20° и составляет 3,594 м.  
Оценка значений начальной угловой скорости 20ω  проводилась по форму-

ле (2). Проведено моделирование траекторий снарядов при изменении началь-
ной угловой скорости 20ω  от –5 до 10 рад/с. Оценки отклонений снарядов от 
точки попадания невозмущенного снаряда при различных начальных значениях 
угловой скорости представлено в табл. 2. 

 
Таблица 2. Отклонения траекторий в зависимости от начальной угловой  
скорости 20ω  

Угловая 
скорость     

20ω , рад/с 
Конечная 
точка y, м 

Конечная 
точка z, м 

Отклонение 
по высоте, м 

Боковое 
отклонение, м 

Отклонение  
от центра 
мишени, м 

–5 1,492 –0,011 0,042 –0,011 0,043 
0 1,450 0,003 0,000 0,003 0,003 
1 1,441 0,006 –0,009 0,006 0,011 
5 1,408 0,017 –0,042 0,017 0,045 

10 1,365 0,031 –0,085 0,031 0,090 
 
Как видно из табл. 2, при рассматриваемых начальных угловых скоростях 

их влияние на точность стрельбы несущественное, наибольшие отклонения при 
20ω = 10 рад/с составляют всего 0,09 м.  

Заключение 
В ходе выполнения работы реализованы математические модели и алго-

ритмы решения задач внутренней и внешней баллистики. Проведены парамет-
рические исследования по оценке влияния колебаний ствола на траекторию 
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движения снаряда. Показано, что отклонения, вызванные колебаниями ствола 
при стрельбе из автоматической пушки, оказывают существенное влияние на 
разброс снарядов при стрельбе очередями. Определено, что на точность стрель-
бы наибольшее влияние оказывают начальные углы нутации; так, при началь-
ных условиях 2010 δδ  = 20° отклонения составляют 3,6 м при стрельбе на 100 м. 
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УДК 531.57   
 

Разработка программного обеспечения для решения основной задачи 
внутренней баллистики в термодинамической постановке 

Е. А. Федорычев  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
В работе рассмотрена классическая основная задача внутренней баллистики 

(ОЗВБ) и задача внутренней баллистики с присоединенным к снаряду зарядом. 
Построена математическая модель выстрела с присоединенным зарядом в термо-
динамическом приближении. Программное обеспечение для решения задачи разрабо-
тано на основе метода Рунге – Кутты 4-го порядка. Исследована сходимость 
численного метода. Решена задача оптимизации дульной скорости снаряда при 
ограничении на максимальное давление с помощью генетического алгоритма. Прове-
дено сравнение параметров выстрела для обычной схемы заряжания и схемы 
с присоединенным зарядом. 

 
Ключевые слова: внутренняя баллистика, термодинамика, математическое мо-

делирование, метод Рунге – Кутты, генетический алгоритм. 
 
Введение 
Выстрел из орудия – сложный термодинамический и газодинамический 

процесс быстрого превращения химической энергии пороха сначала в тепло-
вую, а затем в кинетическую энергию пороховых газов, приводящих в движе-
ние снаряд [1]. 

В настоящей работе проводится исследование возможности увеличения 
дульной скорости снаряда за счет заряда, присоединенного к снаряду, во время 
его движения по каналу ствола. Задача решается в термодинамической поста-
новке. Для описания баллистики выстрела с присоединенным зарядом исполь-
зуются уравнения энергии Резаля, уравнение горения пороха, уравнение дви-
жения снаряда Мещерского, дополненные уравнения состояния продуктов 
горения [2]. 

Для решения системы дифференциальных уравнений, описывающих дви-
жение снаряда с присоединенным зарядом, используется метод Рунге – Кутты 
4-го порядка аппроксимации. 

Задача решается для 125-мм пушки, рассматривается основной заряд, со-
стоящий из зерненного 7-канального пороха и моноблочный присоединенный 
заряд торцевого горения (рис. 1). Результаты решения сравнивались с обычной 
схемой заряжания при одинаковом максимальном давлении на дно канала. 

В качестве допущений полагаем, что воспламенитель сгорает мгновенно 
и формирует начальное давление вp . Снаряд начинает движение после достиже-
ния давления форсирования вф pp  . Газопороховая смесь равномерно распреде-
                                                 
© Федорычев Е. А., 2024 
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лена по заснарядному пространству. Теплопередачей между стенками ствола 
и продуктами горения, а также трением снаряда о ствол пренебрегаем. Силу 
тяжести не учитываем. Орудие считается безоткатным. Горение пороха проис-
ходит при среднеобъемном давлении. 

При решении задачи оптимизации, в качестве варьируемых параметров 
были выбраны: единичная скорость горения зерненого 7-канального пороха 
и параметры степенной функции скорости горения моноблочного пороха. 

Задача оптимизации решалась с помощью генетического алгоритма. В ка-
честве целевой функции выбиралась дульная скорость снаряда при условии, 
что максимальное давление на дно канала не превышает заданное. Исследовано 
влияние различных параметров на дульную скорость снаряда с присоединен-
ным зарядом. 
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Рис. 1. К постановке задачи 
 

1. Система уравнений ОЗВБ. Начальные условия 
Решалась следующая система уравнений внутренней баллистики [2, 3]: 
1) Уравнение горения основного заряда: 
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2) Уравнение горения присоединенного заряда 
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3) Уравнение движения левой границы присоединенного заряда 

2сн
т

kuv
dt

dx
 .                                                (4) 

4) Уравнение движения снаряда и присоединенного заряда Мещерского 

0сн v , если фсн pp  ; 
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5) Уравнение для скорости оттока продуктов сгорания относительно при-
соединенного заряда  
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7) Плотность газопороховой смеси 
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8) Уравнение энергии Резаля 
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9) Дополнительные соотношения: 
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В приведенных выше уравнениях t – время; кмd – диаметр каморы; дd – 
диаметр дула; кнd – диаметр канала; кмL – длина каморы; дL – длина дула; q – 
масса снаряда; i  – масса пороха i-й марки; в – масса воспламенителя; 1z  – 
доля сгоревшего пороха до распада; i  – доля i-го сгоревшего пороха; 1р  – 
доля сгоревшего порохав момент распада; 111 ,,   – параметры горения заряда 
пороха; 11e – первоначальная толщина горящего свода порохового зерна; снv – 
скорость снаряда; тx – координата левого торца заряда скрепленного со снаря-
дом; снl  – путь пройденный снарядом; 0D  – внешний диаметр пороха; 0d  – 
внутренний диаметр каналов пороха; i – плотность пороха i-й марки; if  – сила 
пороха i-й марки; i  – коволюм пороха i-й марки; i  – показатель адиабаты 
пороха i-й марки;  – показатель адиабаты пороха; kiu1  – единичная скорость 
горения пороха i-й марки; iv  – показатель степени закона скорости горения i-й 
марки пороха; 01S  – поверхность порохового зерна 1-й марки; 01  – объем 
порохового зерна 1-й марки; кмW  – объем каморы; кнp  – давление на дно 
канала ствола; снp  – давление на снаряд. 

10) Начальные условия: 
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2. Алгоритм решения задачи. Результаты расчета 
Задача решалась при следующих исходных данных: 

1 27,0 кг, 5,0 кг,    ,кг0,5,кг1,0в  q ,кг/м1600 3
1  3

2 кг/м1200 ; 
,Дж/кг101,1Дж/кг,101,1 6

2
6

1  ff ,/ккм101,/ккм101 33
2

33
1

   
,25,0,25,0 21  1vc 1360Дж/кг/К, 2vc 1360Дж/кг/К, 

м6,м125,0,м125,0,м1 дкнкмкм  LddL . 
3 3 3 3

0 1 0 00,7 10 , 0,7 10 м, 7,7 10 м, 20 10 мd e D L          м . 
1

111
 puu kk , 2

212
 puu kk . 

Максимальное давление принималось равным maxp = 500 МПа, диапазон 
варьируемых значений 21ku (8.40 E08 м/с, 1,16 E07 м/с), 2v (0,8, 1,1). 
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Проводились исследования баллистических возможностей схемы с при-
соединенным зарядом при ,кг0,52   по сравнению с обычным случаем заря-
жания. В качестве метода оптимизации использовался генетический алгоритм 
с операторами турнирного отбора, скрещивания и мутации [8, 9]. Результаты 
оптимизации приведены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Сравнение максимальных давлений и скоростей снаряда 

№ Массы* 

порохов, кг 
кн max( )P , 
МПа 

max)(P , 
МПа 

max)( *P , 
МПа 

ДV , 
м/с 

 дV , 
% 

1 ω1 = 12, ω2 = 0 500 406,8 275,9 1691,0 – 
2 ω1 = 7, ω2 = 5 500 469,1 418,4 1756,9 3,9 

* 1 – обычная схема заряжания, 2 – схема заряжания с присоединенным к снаря-
ду зарядом. 

 
На рис. 4 представлены результаты сравнения решений для обоих случаев 

заряжания. 
 

 
 

Рис. 4. График скоростей снаряда (а) в зависимости от времени  
и графики эпюр максимальных давлений (б) 

 
Выводы 
1. Построена математическая модель основной задачи внутренней балли-

стики с присоединенным зарядом. 
2. Разработан алгоритм решения системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений на основе метода Рунге – Кутты 4-го порядка аппроксимации. 
Исследована сходимость разработанного алгоритма с помощью правила Рунге. 
Показана сходимость метода. Практический порядок аппроксимации оказался 
равным 1,14. 

3. Проведена оптимизация схемы заряжания с присоединенным зарядом 
с помощью генетического алгоритма. Показано, что дульная скорость снаряда 
для случая заряжания с присоединенным к снаряду зарядом на 3,9 % выше, чем 
дульная скорость снаряда для случая обычной схемы заряжания. 
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Разработка интеллектуальной системы прицеливания  
с элементами дополненной реальности 

А. Ю. Юминов, Д. Г. Нефедов  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Работа посвящена описанию интеллектуальной системы прицеливания при 

стрельбе в пределах прямой видимости. Данная интеллектуальная система состоит 
из двух автономных программных блоков. Первый блок представлен настольным 
приложением, реализующим алгоритм решения прямой задачи внешней баллистики 
для формирования базы данных вычислительных экспериментов, на основании кото-
рых строится нейронная сеть для решения обратной задачи внешней баллистики. 
Второй блок представляет собой мобильное приложение с элементами дополненной 
реальности. В нем реализуется алгоритм расчета углов наведения на цель 
с использованием нейронной модели, обученной в первом блоке. Полученные углы 
наведения переводятся в координаты прицеливания на экране мобильного устройства. 

 
Ключевые слова: внешняя баллистика, нейронные сети, дополненная реаль-

ность, интеллектуальная система наведения. 
 
Для решения прямой задачи внешней баллистики строится система диффе-

ренциальных уравнений, описывающих изменение координат снаряда и траек-
торных параметров под действием внешних сил [1]. 

Представим результаты решения прямой задачи внешней баллистики в ви-
де функции: 

   APΦPy ,,,,, 0ц001кк  V .    (1) 

Здесь обозначено  кккк ,, zyxP  – координаты точки падения снаряда;  
к  – время полета снаряда;  0000 ,, zyxP  – координаты точки расположения 

орудия; 0V  – начальная скорость снаряда; ц  – дирекционный угол цели; 0  – 
угол стрельбы. Вектор A  содержит параметры, характеризующие баллистиче-
ские, геофизические и метеорологические условия стрельбы. 

Решение обратной задачи внешней баллистики заключается в определении 
обратного преобразования: 

   APPΦz ,,,θ, 0ц020ц V ,    (2) 

где  цццц ,, zyxP  – координаты цели. 
Решение прямой задачи (1) реализовано с использованием метода Рунге – 

Кутты 4-го порядка точности. Путем многократного решения прямой задачи 
при варьировании углов ц  и 0 , температуры аT  и давления аP  воздуха, 
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Секция 3.  
ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ТЕХНИЧЕСКИХ И СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 
 
 
 
 
 

УДК 338.27, 519.65  
 

Сравнение методов Хука – Дживса и наименьших квадратов при решении 
задачи идентификации параметров производственной функции Солоу 

 
Д. Д. Вавилова, Р. Зерари  

Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
В статье представлены результаты решения задачи идентификации парамет-

ров производственной функции Солоу для региональной социально-экономической 
системы. Рассматривается математическая модель, описывающая зависимость 
валового регионального продукта от численности трудовых ресурсов, величины 
производственного капитала и влияния технического прогресса. В процессе матема-
тического моделирования используются официальные статистические данные 
о ключевых социально-экономических показателях Удмуртской Республики за 2000–
2022 годы. Оценка параметров производственной функции Солоу осуществляется 
двумя методами: классическим методом наименьших квадратов и приближенным 
методом Хука – Дживса. Выполняется сравнение результатов идентификации 
параметров математической модели методом наименьших квадратов и методом 
Хука – Дживса. Анализируется эффективность этих методов путем расчета 
и сравнения коэффициентов детерминации модели, средней относительной ошибки 
аппроксимации и графиков сходимости численного метода. В поставленной задаче 
идентификации параметров производственной функции Солоу метод наименьших 
квадратов оказался более точным, чем метод Хука – Дживса. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, идентификация, метод Ху-

ка – Дживса, метод наименьших квадратов, функция Солоу, валовой региональный 
продукт. 

 
Введение 
Абстрактное представление любого физического, механического или соци-

ально-экономического процесса требует создания его математической модели. 
При математическом моделировании исследователи стремятся получать наибо-
лее точную и полную модель, описывающую исследуемый процесс. Добиться 
этого можно, если учитывать главные принципы, лежащие в основе создаваемой 
                                                 
© Вавилова Д. Д., Зерари Р., 2024 
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модели, указать достаточный набор ограничений и допущений, определить 
основные уравнения и соотношения. Немаловажную роль играет и используе-
мый подход к идентификации параметров математической модели [1, 2]. 

В настоящей работе выполняется математическое моделирование динами-
ки валового регионального продукта (ВРП) в зависимости от таких факторов 
производства, как численность трудовых ресурсов и величина производствен-
ного капитала региона. В целях моделирования динамики ВРП выбрана произ-
водственная функция Солоу, которая отличается от наиболее известной функ-
ции Кобба – Дугласа учетом влияния технического прогресса [3]. 

Производственная функция Солоу выглядит следующим образом [4]: 
 0t t

t t tY A L K e      ,                                               (1) 

где tY~  – моделируемое значение tY , величины ВРП в стоимостном выражении 
в год t ; tL  численность трудовых ресурсов в год t ; tK  величина производ-
ственного капитала в стоимостном выражении в год t ; 0t  начальное время  
( 20000 t );  ,,,A  параметры модели, требующие идентификации. 

Возникает оптимизационная задача подбора параметров модели (1), позво-
ляющих наиболее точно описывать динамику результативной переменной, т. е. 
ВРП ( tY ). Таким образом, цель состоит в определении значений четырех неиз-
вестных параметров модели  ,,,A , которые обеспечивают минимальный 
квадрат отклонения модельных значений ( tY~ ) от фактических ( tY ). 

Функция (1) является мультипликативно-степенного вида. Ее можно пре-
образовать к линейному виду с помощью операции логарифмирования [5]: 

         0lnlnln~ln ttKLAY ttt  .                        (2) 

Далее при решении задачи оптимизации составляется целевая функция: 

             minlnlnlnln,,,
2

1 0   

T

t ttt YttKLAAF .   (3) 

Для моделирования динамики ВРПиспользуютсяофициальные статистиче-
ские данные по Удмуртской Республике (УР) за 2000–2022 годы. Показатели 
в стоимостном выражении приведены к базовым ценам 2022 года с помощью 
индекс-дефляторов [6, 7] (см. табл. 1). 

 
Таблица 1. Ключевые социально-экономические показатели УР за 2000-2022 годы 

Год 
( t ) 

ВРП в ценах 2022 
года, млрд руб. ( tY ) 

Трудовые ресурсы, 
тыс. чел. ( tL ) 

Производственный капитал  
в ценах 2022 года, млрд руб. ( tK ) 

2000 553,6 809,0 958,3 
2002 604,1 821,2 982,2 
2004 568,1 803,0 888,8 
2006 675,9 846,5 651,9 
2008 742,7 839,4 845,0 
2010 720,1 831,9 830,6 
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Окончание табл. 1 
Год 
( t ) 

ВРП в ценах 2022 
года, млрд руб. ( tY ) 

Трудовые ресурсы, 
тыс. чел. ( tL ) 

Производственный капитал  
в ценах 2022 года, млрд руб. ( tK ) 

2012 774,5 829,7 787,5 
2014 826,8 822,8 817,6 
2016 948,8 806,5 854,2 
2018 976,2 781,2 828,8 
2020 943,1 769,1 990,2 
2022 965,7 738,7 787,0 

 
Для идентификации параметров модели Солоу воспользуемся двумя мето-

дами минимизации целевой функции (3). Первый метод – метод наименьших 
квадратов, второй метод – метод Хука – Дживса. Сравнение эффективности 
двух методов выполним на основе использования следующих показателей [8, 
9]: коэффициента детерминации модели и средней ошибки аппроксимации. 

Метод наименьших квадратов 
Метод наименьших квадратов – это классический метод, основанный на 

минимизации суммы квадратов отклонений модельных значений функций от 
фактических (экспериментальных) [10, 11]. То есть, применяя указанный метод 
для оценки параметров модели (1), следует минимизировать целевую функцию 
(3). Она является квадратичной и достигает своего минимума при условии, что 
ее частные производные по неизвестным параметрам будут равны нулю: 

          
            
            

            



































































T

t ttt

T

t tttt

T

t tttt

T

t ttt

YttKLAtt
YttKLAK
YttKLAL

YttKLA
A

F

F

F
A
F

0 00

0 0

0 0

0 0

.0lnlnlnln2
;0lnlnlnlnln2
;0lnlnlnlnln2

;0lnlnlnln2

.0

;0

;0

;0

  (4) 

Решая систему уравнений (4) относительно неизвестных  ,,,A  получа-
ем количественные значения параметров модели (1). Производственная функ-
ция Солоу, параметры которой определены методом наименьших квадратов, 
построенная для региональной системы Удмуртской Республики имеет вид: 

 003,005,046,022,17~ tt
ttt eKLY  .                                        (5) 

При этом коэффициент детерминации модели (5) составляет 0,951, а сред-
няя относительная погрешность аппроксимации равна 3,59 %. На рис. 1 пред-
ставлены статистические данные ВРП по УР за 2000–2022 годы и расчетные 
значения по модели Солоу вида (5). 

Из рис. 1 видно, что ВРП УР в ценах 2022 года показывает положительную 
динамику роста: с 533,6 млрд руб. в 2000 году до 965,7 млрд руб. в 2022 году. 
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Результаты идентификации параметров производственной функции Солоу (5) 
методом наименьших квадратов демонстрируют, что модель является подхо-
дящей для моделирования и прогнозирования ВРП УР, поскольку обладает 
высоким значением коэффициента детерминации и достаточной точностью. 

 

 
 

Рис. 1. Динамика ВРП УР в ценах 2022 года и модельные значения ПФ Солоу, 
полученные методом наименьших квадратов 

 
Метод Хука – Дживса 
Рассмотрим алгоритм метода Хука – Дживса, также применяемый для ми-

нимизации целевых функций )(xF . Он состоит из двух основных процедур: 
поиск покоординатного пространства вокруг данной точки для определения 
направления убывания целевой функции и движение в направлении убывания 
функции. Запишем полный алгоритм метода Хука – Дживса [12]: 

Шаг 0. Задать начальное приближение  00000 ,,,  Ax , вектор прираще-
ний по параметрам ),,,,( 4321   коэффициент уменьшения шага 1 , 
точность 0 . 

Шаг 1. Выполнить исследующий покоординатный поиск из 0x  и найти 
точку 0x . Если эти приближения совпадают 00 xx  , то перейти к шагу 2, 
иначе – к шагу 3. 

Шаг 2. Проверить окончание поиска: если  , то прекратить поиск, по-
скольку точка минимума найдена 0* xx  . Иначе  /  и перейти к шагу 1. 

Шаг 3. Выполнить перемещение из точки 0x  в направлении убывания 
00 xx  , т. е. получить новое приближение 1 0 0 0 0 0( ) 2x x x x x x     . 
Шаг 4. Выполнить исследующий поиск из 1x  и найти точку 1x . Если 

1 0( ) ( )F x F x , то 0 0x x , 0 1x x  и перейти к шагу 3, иначе 10 xx   и к шагу 1. 
Представленный алгоритм метода Хука – Дживса реализован на языке 

программирования Python, в результате чегополученызначения параметров, при 
которых достигается минимум целевой функции (3). Они указаны в табл. 2. 
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Таблица 2. Результаты идентификации методом Хука – Дживса 

Параметры 
модели A        

Значение 
параметров 18,0 0,49 0,02 0,03 

 
Таким образом, производственная функция Солоу (1), параметры которой 

определены методом Хука – Дживса, построенная для региональной системы 
Удмуртской Республики имеет вид: 

 003,002,049,00,18~ tt
ttt eKLY  .                                     (6) 

При этом коэффициент детерминации модели (6) составляет 0,946, сред-
няяотносительная погрешность аппроксимации равна 3,67 %. На рис. 2 пред-
ставлены статистические данные ВРП УР за период 2000–2022 годы и модель-
ные значения по производственной функции вида (6). 

 

 
 

Рис. 2. Динамика ВРП УР в ценах 2022 года и модельные значения ПФ Солоу, 
полученные методом Хука – Дживса 

 
Согласно результатам идентификации параметров по методу Хука – Джив-

са, производственная функция Солоу (6) также может рассматриваться как 
хорошая модель для моделирования и прогнозирования ВРП УР, поскольку она 
также демонстрирует высокий коэффициент детерминации и достаточную 
точность. 

На рис. 3 представлен график сходимости метода Хука – Дживса, где 
ошибка error рассчитывается как произведение размера шага на направление 
поиска.  
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Изучение интеллектуального потенциала населения  
на примере Удмуртской Республики 

 
А. А. Жиделева, И. В. Васильева  

Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
Интеллектуальный капитал играет значительную роль в социально-эконо-

мическом развитии страны и определяет ее конкурентоспособность. Он включает 
в себя не только накопленные знания и навыки, но также творческий потенциал, 
гибкость ума и способность к инновациям. В статье анализируется статистический 
материал по данной теме, предложены математические методы и модель описания 
интеллектуального потенциала населения. Также статья рассматривает основные 
факторы, влияющие на интеллектуальный уровень населения, и предлагает анализ 
современного состояния интеллектуального уровня жителей Удмуртской Республики. 

 
Ключевые слова: образование, интеллект, интеллектуальный потенциал, фак-

торный анализ, индексный анализ. 
 
В современном мире наблюдается переход в новую эпоху, где важнейшим 

фактором развития наций и регионов стало стремительное продвижение науки 
и техники. Пророчество, высказанное Карлом Марксом еще в XIX веке, о том, 
что наука станет основной производственной силой общества [1], находит 
яркое подтверждение в наши дни. Ключевыми элементами для достижения 
господства и мирового лидерства в этой новой эпохе выступают человеческий 
ум и капитал [2, 3]. Страны и регионы, которые вкладывают средства в сферу 
образования, научных исследований и инноваций, приобретают значительное 
преимущество в гонке за прогрессом [4]. В настоящее время экономическое, 
финансовое, военное и политическое влияние развитых стран непосредственно 
зависит от уровня развития фундаментальной и прикладной науки, от прогресса 
в области научных исследований и конструкторских работ, а также от доли 
наукоемкой продукции в общем объеме промышленного производства и валово-
го национального продукта [5, 6]. 

Накопленный потенциал – это набор возможностей, сформированных 
врамках социально-экономической системы, которые могут быть использованы 
в настоящее время и превращены в реализованный потенциал. Ресурсы пред-
ставляют собой инструменты, доступные для использования, капитал же – это 
ресурс, который при использовании приносит финансовую выгоду. 

Оценка интеллектуального потенциала чрезвычайно сложна по ряду при-
чин, включая его изменчивость в течение времени. Если потенциал не задейст-
вован, его уровень быстро падает, в то время как активный запрос на него 
способствует увеличению эффективности быстрее [7]. 

                                                 
© Жиделева А. А., Васильева И. В., 2024 
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На интеллектуальный уровень населения влияют различные факторы. 
В ходе теоретического анализа научной литературы и учета экспертного мне-
ния [8, 9] была проведена группировка факторов, которые влияют на интеллек-
туальный уровень населения. 

Выделено два основных типа показателей, которые влияют на интеллект 
населения. Это качественные и количественные показатели. Количественные 
показатели могут быть объединены в две группы: касающиеся непосредствен-
ной жизни и возможности предоставления образования или доступа к науке 
населению. 

Количественные показатели науки и образования: 
 государственное финансирование науки; 
 государственное финансирование образования; 
Качественные показатели состояния образования и науки: 
 индекс, отображающий общий уровень образованности, начиная с воз-

раста экономической активности населения; 
 индекс обучающихся в докторантуре и аспирантуре;   
 доля научных работников; 
 индекс получающих образование; 
 доля преподавателей в вузах. 
В результате выделения основных факторов, влияющих на интеллект насе-

ления, возникает вопрос о том, какой из них наиболее влияет и как можно 
оценить интеллектуальный потенциал населения. На вопрос о количественной 
оценке уровня интеллектуального развития населения поможет ответить 
аппарат математического и статистического моделирования. 

Изучив литературу про интеллект населения, возьмем за идею методику 
Малапура [10]. Для расчета нашего показателя интеллектуального потенциала 𝐼𝑃 добавим в уже имеющуюся модель новые показатели. Итоговая формула 
будет иметь вид: 

)()( 32133212обр1 IIIkJJJkIkIP  ,                       (1) 

где обрI  – индекс, отображающий общий уровень образованности, начиная с воз-
раста экономической активности населения; 1J  – индекс обучающихся в докто-
рантуре и аспирантуре; 2J  – индекс финансирования науки; 3J  – доля научных 
работников; 1I – индекс получающих образование; 2I  – индекс финансирования 
образования; 3I  – доля преподавателей в вузах; 321 ,, kkk – корректировочные 
коэффициенты. 

Рассмотрим компоненты показателя интеллектуального потенциала (1) на 
основе официальной статистики Удмуртской Республики за период с 2000 по 
2021 год [11, 12]. Статистические данные имеются не по всем показателям 
формулы (1), поэтому временные интервалы не всегда совпадают.  

Для начала оценим показатель, отражающий общий уровень образованно-
сти населения обрI . На рис. 1 представлено распределение уровней образования 
в регионе за указанный период. 
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Рис. 1. Соотношение уровней образования в УР  
за период 2000–2021 годы 

 
Отметим, что в 2018 году было наивысшее количество людей с высшим 

образованием (241,6 тыс. чел.) и ученой степенью (4,0 тыс. чел.). В 2006 году 
наивысшее количество людей со средним и общим образованием (298,6 тыс. 
чел.) было зафиксировано в республике.  

Число людей средним профессиональным или неполным высшим образо-
ванием достигло максимума в 2000 году (398,1 тыс. чел.), а также число людей 
без образования (14,9 тыс. чел.).  

Для расчета индекса, отражающего общий уровень образования, будем ис-
пользовать формулу 
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,                                                       (2) 

где ik  – уровни образования человека (индексы обозначают следующее: i = 1 – 
люди, не имеющие образования, i = 2 – имеющие среднее и основное общее 
образование, i = 3 – имеющие среднее профессиональное или неполное высшее 
образование, i = 4 – имеющие высшее образование, i = 5 – имеющие ученую 
степень). В соответствии с этой градацией, в условиях нормировки уровней 
образования от 0 до 1 имеем: 1 2 3 4 50, 0,25, 0,5, 0,75, 1k k k k k     . i  – 
численность людей, имеющих тот или иной уровень образования. 

На рис. 2 отображен график, иллюстрирующий динамику индекса обрI , ко-
торый отражает общий уровень образованности населения УР. По данным 
графика можно увидеть, что в период с 2000 по 2021 год наблюдается положи-
тельная динамика индекса, что свидетельствует о росте образования населения 
в данном регионе. 
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Рис. 2. Динамика индекса, отображающего общий уровень образованности  
зрелого населения УР за период 2000–2021 годы 

 
Проанализируем индекс получающих образование 1I  и индекс обучаю-

щихся в аспирантуре и докторантуре 1J . На рис. 3 изображен график дина-
мики 1I  для Удмуртской Республики за период 2000–2022 годы. 

 

 
 

Рис. 3. Динамика индекса получающих образование в УР 
 за период 2000–2021 годы 

 
Согласно данным, изображенным на рис. 3, в 2004 году наблюдается пико-

вое значение доли лиц, получающих образование, которое составляет 9,13 %. 
Самое низкое значение этого показателя за весь период с 2000 по 2021 год 
отмечено в 2021 году и равно 5,12 %. С 2009 по 2016 год показатель сокращал-
ся (на 2,18 % за 8 лет). 

На рис. 4 показана динамика индекса 1J  студентов в аспирантуре и докто-
рантуре Удмуртской Республики за период с 2000 по 2021 год. 
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Рис. 4. Динамика индекса обучающихся   
в аспирантуре и докторантуре в УР за 2000–2021 годы 

 
Из графика (см. рис. 4) видно, что в 2004 году удельный вес показателя 

достигает своего максимума – 0,12 %. Самое низкое значение показателя 
наблюдается в 2019 году и составляет 0,056 %. За период с 2009 по 2019 год 
количество студентов, обучающихся в аспирантуре и докторантуре, сократи-
лось на 424 человека за 11 лет. 

Посмотрим на данные о финансировании образования в Удмуртской Респуб-
лике. График динамики 2I  за период с 2005 по 2021 год представлен на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Динамика финансирования образования УР 
в период за 2005–2021 годы 

 
Согласно графику (см. рис. 5), в 2013 году отмечается пиковое значение, 

а самая низкая точка данного показателя за период с 2005 по 2021 год наблюда-
ется в 2005 году. С 2013 по 2020 год наблюдается снижение этого показателя. 

Далее следует рассмотреть динамику финансирования образования в Уд-
муртской Республике. График изменения показателя 2J  за период с 2005 по 
2021 год представлен на рис. 6. 

В 2018 году наблюдается максимальное значение доли расходов на науку, 
в то время как минимальное значение этого показателя за период с 2005 по 
2021 год отмечено в 2005 году. 
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Рис. 6. Динамика индекса финансирования науки УР за период 2005–2021 годы 
 

Рассмотрим показатель доли преподавательского состава 3I . Динамика для 
Удмуртской Республики за период с 2010 по 2021 год представлена на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Динамика доли профессорского-преподавательского состава  
в УР за период 2010–2021 годы 

 
В 2011 году достигнут максимальный уровень данного показателя, кото-

рый составил 0,038. Минимальное значение за весь период с 2010 по 2021 год 
отмечено в 2021 году и составило 0,024. 

Рассмотрим показатель доли сотрудников, занятых научными исследова-
ниями и разработками 3J  в Удмуртской Республике. График изменения этого 
показателя за период 2010–2021 годов представлен на рис. 8. 
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потенциал населения поддерживался на стабильном уровне 0,43. Однако с 2018 
года снова началось снижение интеллектуального потенциала населения УР, 
достигнув в 2020 году наибольшего снижения на 5,9 %. Максимальный темп 
роста был зафиксирован в 2010 году и составил 28,5 %. Средний уровень 
интеллектуального потенциала снижался на 0,1 % в период с 2011 по 2019 год.  

Результаты исследования, описанные в данной работе, обладают практиче-
ской важностью, поскольку разработанные показатели могут быть применены 
для анализа долгосрочных тенденций и сравнения интеллектуального потен-
циала населения по регионам. 
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Разработка программного комплекса анализа и моделирования  

демографических характеристик, а также поведения  
работающих людей пенсионного возраста на рынке труда 
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Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 
 
В работе изучается группа населения РФ, в которую входят люди пенсионного 

возраста. Анализируются демографические показатели этой возрастной категории 
граждан, а также некоторые экономические характеристики. Изучается экономи-
чески активная группа людей старших возрастов, которая присутствует на рынке 
труда. Исследуются вопросы, связанные с финансовой нагрузкой на трудоспособное 
население РФ. Анализируется квалификационный состав текущего состояния рынка 
труда. Проводится анализ положительных и негативных последствий дисбаланса 
различных возрастных категорий граждан на рынке труда. 

 
Ключевые слова: программный комплекс, население, демография, пенсионный 

возраст. 
 
В настоящее время на фоне социально-экономических вопросов, связан-

ных со снижением рождаемости, старением населения и с недостатком квали-
фицированных трудящихся, в отраслях экономики РФ актуальным становится 
вопрос о реализации трудового потенциала старшего поколения. Учитывая 
пенсионную реформу РФ [1], предусматривающую постепенное повышение 
пенсионного возраста, доля работающих людей пенсионного возраста тоже 
увеличится. Люди старших возрастов в будущем будут играть значительную 
роль для рынка труда и всей экономической сферы страны. 

По данным Росстата процент реализации трудового потенциала лиц пенси-
онного возраста активно снижается и к началу 2022 г. составляет лишь 20 % [2]. 
Это указывает на то, как слабо проработаны вопросы, связанные с реализацией 
трудовой деятельности граждан старшего поколения. 

На многие социально-экономические явления огромное влияние оказыва-
ют демографические процессы. Изучение динамики численности и структуры 
населения, установление закономерностей взаимодействия экономических 
факторов и демографических процессов – это важные составные части соци-
ального моделирования и прогнозирования [3, 4]. 

Для выполнения поставленной задачи проанализированы статистические 
данные по численности людей пенсионного возраста, численность работающих 
пенсионеров, их образование/квалификация [5], а также данные о возрасте 
выхода на пенсию по годам за период с 2013–2033 гг. [6]. 
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Моделирование демографических показателей осуществляется на основе 
уравнения динамики возрастного состава [7, 8]: 

τ),τ)ρ(,(τ),τ)ρ(,μ(
τ
τ),ρ(τ),ρ( ttlttt

t
t








 ,                           (1) 

где τ),ρ(t  – численность населения в возрасте τ  в год t ; τ),μ(t  – плотность 
распределения смертности по возрастам; τ),(tl  – функция миграционного 
взаимодействия, задающая долю мигрирующих в каждой возрастной группе. 

При расчете производных демографических показателей учитывается воз-
раст, с которого начинается выплата пенсии в РФ, а также фактический возраст 
выхода на пенсию в РФ [9] (рис. 1). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Возраст выхода на пенсию в РФ для мужчин (1) и женщин (2) за период  
2013–2023 гг. и прогноз до 2033 г.: а – возраст, с которого начинается выплата пенсии;  
б – фактический возраст выхода с рынка труда 
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Общая численность женского )(Lо
ж t  и мужского )(Lо

м t населения пенсион-
ного возраста рассчитывается по формулам:  
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где τ),(ρж t  – плотность распределения женского населения по возрастам τ  в год t, 
τ),(ρм t  – плотность распределения мужского населения по возрастам τ  в год. 

Среди женского )(Lо
ж t  и мужского )(Lо

м t  населения людей пенсионного воз-
раста выделим людей, которые продолжают трудовую деятельность и остаются на 
рынке труда. Эти группы будем обозначать следующим образом:  

)(L мр,
ж t – численность работающих женщин – молодых пенсионеров (в воз-

расте с момента наступления пенсионного возраста до 72 лет), 
)(L мр,

м t – численность работающих мужчин – молодых пенсионеров (в воз-
расте с момента наступления пенсионного возраста до 72 лет), 

)(L пр,
ж t – численность работающих женщин – пожилых пенсионеров (в воз-

расте с 73 лет), 
)(пр,

м tL – численность работающих мужчин – пожилых пенсионеров (в воз-
расте с 73 лет). 

Численность женского )(L мр,
ж t  и мужского )(L мр,

м t  населения пенсионного 
возраста, относящиеся к категории молодых пенсионеров:  
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где τ),(ρрж t – плотность распределения работающего женского населения по 
возрастам τ  в год t, τ),(ρрм t – плотность распределения работающего мужского 
населения по возрастам τ  в год t. 

Численность женского )(L пр,
ж t  и мужского )(L пр,

м t  населения пенсионного 
возраста, относящиеся к категории пожилых пенсионеров:  

р,п р
м м
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  .                                (4) 

На основе формул (2)–(4) могу быть рассчитаны различные коэффициенты 
нагрузки как на трудоспособное население, так и на все население региона. 

Из графиков, представленных на рис. 1, видно, что после 2019 г. возраст, 
с которого начинается выплата пенсий, увеличивается и по спрогнозированным 
данным к 2033 г. может составлять 65 лет для мужчин и 60 лет для женщин. 

На рис. 2 представлены демографические характеристики населения пен-
сионного возраста в РФ в делении по полу за период 2013–2023 годы и прогноз 
до 2033 года. 
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Рис. 2. Демографические характеристики женского (1) и мужского (2) населения 
пенсионного возраста в РФ за период 2013–2023 гг. и прогноз до 2033 г.: а – числен-
ность населения пенсионного возраста; б – численность работающего населения пенсионно-
го возраста; в – численность работающих молодых пенсионеров (до 72 лет); г – численность 
работающих пожилых пенсионеров (с 73 лет) 

 
Наблюдается снижение численности людей пенсионного возраста после 

2021 года, когда происходит первое повышение пенсионного возраста (рис. 2, а). 
По спрогнозированным данным общая численность пенсионеров с каждым 
годом будет снижаться и к 2033 году будет составлять 31,8 млн человек. Чис-
ленность работающих пенсионеров резко снизилась в 2017 году с 10,4 млн 
человек до 6,7 млн человек. По прогнозу после повышения пенсионного воз-
раста будет происходить медленное снижение общей численности работающих 
пенсионеров (рис. 2, б). Однако можно заметить, что на рынке труда большую 
часть занимают молодые пенсионеры (рис. 2, в), число пожилых пенсионеров 
на рынке труда с каждым годом сокращается (рис. 2, г). Это изменение затраги-
вает и вопрос, связанный с квалификацией трудовых ресурсов. 

В соответствии с классификацией по квалификации, применяемой на рын-
ке труда [5], рассматриваются следующие группы трудящихся: лица с высшей, 
со средней и низкой квалификацией, а также лица, не имеющие квалификации 
на рынке труда. 

На рис. 3 представлена численность работающих людей пенсионного воз-
раста в РФ, имеющих квалификацию (высшая, средняя и низкая – график 1) 
и без квалификации (график 2) за период 2013–2023 годы и прогноз до 2033 
года.  
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Рис. 3. Численность работающего населения пенсионного возраста в РФ с квалифи-
кацией (1) и без квалификации (2) за период 2013–2023 гг. и прогноз до 2033 г.: а – 
численность мужского населения пенсионного возраста; б – численность женского населе-
ния пенсионного возраста 

 
Можно сделать вывод что, несмотря на снижение общей численности ра-

ботающих людей пенсионного возраста, численность квалифицированных 
сотрудников в целом преобладает над неквалифицированными (рис. 3), т. е. на 
рынке труда в большем количестве присутствуют квалифицированные работ-
ники. Это обусловлено тем, что в старших возрастах сложно оставаться на 
работах, требующих большой физической нагрузки. Тем не менее наблюдается 
тенденция сокращения количества людей с квалификацией и увеличение 
количества людей без квалификации на рынке труда после наступления пенси-
онного возраста. 

Отметим, что женщин в среднем остается на работе после выхода на пен-
сию в 2 раза больше, чем мужчин. 

Определим влияние изменения демографической структуры группы насе-
ления старших возрастов на экономическое состояние рынка труда. Для этого-
рассмотрим статистические данные по расходам Sпфр Пенсионного фонда 
России (ПФР) [10] (см. рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Расходы ПФР на пенсионное обеспечение  
в ценах текущего года за период 2013–2023 гг. 

 
На всем периоде 2013–2023 года наблюдается увеличение расходов на 

пенсионное обеспечение. Средний темп роста за период составил 6,49 %. 
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В РФ проводится пенсионная реформа 2019–2028 годов. Она предполагает 
постепенный подъем пенсионного возраста от 55 до 60 лет для женщин и от 60 
до 65 лет для мужчин. Изменения касаются большинства граждан. После 
завершения реформы последующее повышение пенсионного возраста исключа-
ется по крайней мере до 2036 года. Возраст, с которого начинается выплата 
пенсии в РФ, а также фактический возраст выхода на пенсию в РФ представлен 
на рис. 1. 

Рассмотрим модельную ситуацию. Предположим, что в год t люди пенси-
онного возраста, которые остаются на рынке труда, одномоментно уйдут 
с этого рынка. Тогда, с одной стороны, количество работающих людей резко 
сократится и, с другой стороны, увеличится нагрузка на ПФР, поскольку этим 
людям будут проиндексированы пенсии. 

Также сравним моделируемую ситуацию с реальной, имеющейся на рынке 
труда с точки зрения нагрузки на ПФР и, как следствие, на бюджет РФ. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Расходы ПФР на пенсионное обеспечение за период 2013–2023 гг.: 
а – расходы ПФР с учетом работающих пенсионеров (по факту) (1)  и без них (моделируе-
мая ситуация) (2); б – расходы ПФР в общем числе расходов РФ с учетом работающих 
пенсионеров (по факту) (1) и без них (2) 

 
Таким образом, выход группы людей пенсионного возраста с рынка труда 

существенно увеличивает расходы государства. Наибольшая разница на изу-
чаемом периоде 2013–2023 гг. между модельной и реальной ситуацией наблю-
дается в 2015 году. Увеличение нагрузки на бюджет составляет 13,5 %. Наи-
меньшая разница в 2017 году; увеличение нагрузки на бюджет 2,14 %. Средний 
же процент увеличения нагрузки на бюджет за период 2013–2023 года состав-
ляет 5,41 %. 

Так как снижается численность работающих людей пенсионного возраста, 
то снижается и общая численность работающих людей на рынке труда. Это 
приведет к уменьшению объема взносов в ПФР. 
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Об оценке величины и динамики человеческого капитала  
Удмуртской Республики 
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Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Статья посвящена оценке величины и динамики человеческого капитала населе-

ния одного из регионов РФ. Данная задача решается для социально-экономической 
системы Удмуртской Республики. В ходе исследования используются официальные 
статистические данные о компонентах человеческого капитала региона: общая 
численность населения по возрастам и по годам, бюджетные расходы и частные 
капиталовложения населения в образование, здоровье и культуру за период 2010–
2022 годы. Ввиду большого объема статистических данных для обработки, анализа 
и моделирования человеческого капитала была разработана и применена для расчетов 
информационно-аналитическая система. Получено, что за рассматриваемый период 
величина человеческого капитала населения Удмуртской Республики уменьшалась 
со средним темпом снижения 0,9 % в год, что, несомненно, негативно отражалось на 
социально-экономическом развитии региона. В расчете на одного человека удельная 
величина человеческого капитала в регионе снизилась с 629,2 тыс. руб. до 496,7 тыс. 
руб. (в сопоставимых ценах 2022 года). Анализ качественных компонентов человече-
ского капитала показал, что интегрированный подход к улучшению образования, 
здоровья и культурного развития населения позволит повысить качество человеческо-
го капитала и стимулировать социально-экономическое развитие в регионе. 

 
Ключевые слова: человеческий капитал, математическое моделирование, насе-

ление, образование, здоровье, культура, информационно-аналитическая система. 
 
Главным фактором социально-экономического развития территории, не-

сомненно, является население с его уровнем интеллекта, навыками, состоянием 
здоровья, уровнем культурного развития. Оценивать национальное богатство 
стран и регионов через расчет человеческого капитала (ЧК) или других обоб-
щающих показателей качества и уровня развития стали несколько десятилетий 
назад [1–3]. К примеру, международная Организация экономического сотруд-
ничества и развития разработала методику оценки ЧК с точки зрения объемов 
инвестиций в него и изменения стоимости под воздействием различных усло-
вий [4]. Наши отечественные ученые описывают ЧК как совокупность знаний, 
умений и потенциала, которые также можно выразить в терминах капитало-
вложений [5, 6]. Именно достаточный уровень ЧК гарантирует эффективное 
функционирование социально-экономических систем. В связи с этим изучение 
величины ЧК и его динамики остается актуальным и по сей день. 

Удельный человеческий капитал изменяется по времени t и возрасту чело-
века τ : 
                                                 
© Кузьмин М. С., Риянова Р. Р., 2024 
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где iα – весовые коэффициенты составляющих ЧК ih ; капитал τ),(thi  измеряется 
в денежных единицах (i = 1 – образование, i = 2– здоровье, i = 3– культура), 
накапливается за счет капиталовложений и выбывает ввиду износа: 
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где τ),(g ti  и τ),(tii  – удельные значения бюджетных и частных капиталовло-
жений в i-ю составляющую ЧК; iν  – коэффициент выбытия i-й составляющей 
(для культурной составляющей коэффициента выбытия равен нулю). 

Величина человеческого капитала региональной системы: 
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где τ),ε(ε t  – доля населения возраста τ , участвующая в общественном 
производстве в год t [6]. 

В настоящей работе ЧК рассматривается как накопленный запас здоровья, 
знаний, навыков, умений и культурного развития, сформированный в результа-
те капиталовложений. Для оценки величины и динамики ЧК используется 
математическое моделирование с различными допущениями и ограничениями. 
Более подробно используемый алгоритм расчета величины ЧК представлен 
в работах [7, 8]. Для оценки ЧК рассматриваются три вида его составляющих – 
капитал образования, здоровья и культуры, каждый из которых формируется за 
счет инвестиций в соответствующие области. 

В данном исследовании задача оценки величины динамики ЧК населения 
решена для социально-экономической системы Удмуртской Республики (УР) за 
изучаемый период 2010–2022 годы [9, 10]. 

Для обеспечения обработки и анализа большого объема статистических 
данных по УР в целях моделирования величины и динамики ЧК региона была 
создана информационно-аналитическая система (ИАС). Использована каскад-
ная модель жизненного цикла ИАС [11], которая включала такие фазы разра-
ботки системы, как определение требований, проектирование, создание базы 
данных, реализацию, тестирование, внедрение и поддержку. 

Представим некоторые результаты моделирования величины и динамики 
ЧК УР за период 2010–2022 годы. 

Отображена величина человеческого капитала УР, выраженная в денежном 
эквиваленте суммы капитала образования, здоровья и культуры населения на 
рис. 1. Величина ЧК значительно выросла в 2011 году по сравнению с уровнем 
2010 года. При этом за рассматриваемый 12-летний период величина ЧК 
Удмуртской Республики уменьшалась со средним темпом снижения 0,9 % 
в год. Что, несомненно, является неблагоприятным показателем социально-
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экономического развития региона. В расчете на одного человека удельная 
величина человеческого капитала (в ценах 2022 года) снизилась с 629,2 тыс. 
руб. в 2011 году до 496,7 тыс. руб. в 2022 году. 

 

 
 

Рис. 1. Динамика величины ЧК населения УР за период 2010–2020 гг. 
(в ценах 2022 г.) 

 
На рис. 2 представлена динамика численности населения УР по возрас-

тным группам за период 2010–2022 гг. 
 

 
 

Рис. 2. Динамика численности населения УР по возрастным группам 
за период 2010–2022 гг. 
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По рис. 2 видно, что за период 2010–2022 годы численность детей в воз-
расте до 10 лет выросла с 190,0 тыс. чел. до 204,0 тыс. чел. (на 7,1 % относи-
тельно 2010 года). Увеличилась и численность подростков (в возрасте 11–18 лет) 
с 132,9 тыс. чел. до 147,0 тыс. чел. (т. е. на 10,7 %). Снизилась численность 
молодых людей (19–29 лет) – с 280,3 тыс. чел. до 163,4 тыс. чел. (т. е. снижение 
составило 41,7 % относительно уровня 2010 года). Численность людей в воз-
расте 30–49 лет за рассматриваемый период оставалась примерно на одном 
уровне. При этом выросла численность людей предпенсионного и пенсионного 
возраста (50–75 лет) с 414,0 тыс. чел. до 459,0 тыс. чел. (на 10,9 %). 

На рис. 3 представлена динамика доли здоровых людей в УР за период 
2010–2022 гг., расчеты которой реализованы в ИАС.  

 

 
 

Рис. 3. Доля здорового населения в УР за период 2010–2022 гг. 
 

Коэффициент корреляции между долей здоровых людей и величиной ЧК 
в УР по данным за период 2010–2022 гг. составляет 0,850, т. е. присутствует 
положительная сильная корреляция [12]. Интересно заметить, что имеется 
слабая корреляция между величиной ЧК и долей людей с высшим образовани-
ем в УР.  

По рис. 4 видно, что наблюдается внушительный рост процента населения 
с высшим образованием: в 2010 году доля составила 20,5 %, а в 2022 году – 
33,5 %. В то время как величина ЧК, напротив, снижается. 

Коэффициент корреляции между долей людей с высшим образованием 
и величиной человеческого капитала в УР по данным за период 2010–2022 годы 
составляет –0,519, т. е. имеется умеренная отрицательная корреляция. Это 
в большей степени связано с отсутствием учета качественной структуры насе-
ления в рассмотренной методике моделирования величины ЧК населения. 
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Рис. 4. Доля людей с высшим образованием среди населения УР за 2010–2022 гг. 
 

Качество ЧК населения напрямую связано с образованием, здоровьем 
и всесторонним развитием населения. Внушительный рост процента населения 
с высшим образованием отражает адаптацию образовательной системы к по-
требностям рынка труда, что, в свою очередь, способствует привлечению инве-
стиций и развитию инновационных отраслей экономики. Снижение доли 
здоровых людей и ухудшение состояния здоровья населения требует особого 
внимания, поскольку здоровье населения напрямую влияет на производитель-
ность труда и экономический потенциал региона. Таким образом, следует 
внедрять учет и анализ качественных компонентов ЧК для совершенствования 
методики оценки человеческого капитала. 
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Разработка программного обеспечения обработки эпикризов  
с использованием нейросетевых моделей 

И. С. Кузьминых, Д. Г. Нефедов  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
В статье описывается процесс разработки программного обеспечения для об-

работки и классификации медицинских данных, основанных на текстовом описании 
симптомов пациентов. Сформирована база данных, содержащая симптомы 
и диагнозы, извлеченные из медицинских записей в формате XML. Преобразование 
текстовой информации в числовые векторы выполнено с помощью метода TF-IDF. 
Для классификации диагнозов разработана многослойная нейронная сеть, обученная 
на 80 % исходной выборки. Модель показала обнадеживающие результаты на 
тестовой выборке, что подтверждает ее потенциал в задачах автоматического 
распознавания медицинских диагнозов. 

 
Ключевые слова: классификация медицинских данных, нейросетевая модель, 

медицинский эпикриз, автоматическая диагностика, анализ симптомов. 
 
В современном мире нейронные сети занимают ключевое место в различ-

ных областях науки и техники, включая медицину. Способность глубокого 
обучения выявлять сложные закономерности в больших объемах данных делает 
его неоценимым инструментом для медицинской диагностики. Автоматизация 
диагностического процесса на основе обработки текстов эпикризов может 
радикально улучшить качество и доступность медицинских услуг, сократить 
время на диагностику и повысить ее точность. 

Целью работы является создание программной системы для автоматизи-
рованной постановки медицинского диагноза по результатам обработки 
эпикризов. 

Фундаментальной задачей выступает классификация текста медицинских 
эпикризов. Эта задача требовала детального анализа и аннотации ключевых 
элементов в текстах, таких как «диагноз» и «симптомы» [1]. Для решения этой 
задачи была использована платформа Doccano [2], которая позволила эффек-
тивно маркировать и классифицировать текстовые данные. Аннотирование 
данных в Doccano дало возможность точно определять и извлекать необходи-
мые аспекты для последующего анализа. 

Работа включает в себя две ключевые стадии: первая – разработка модели 
для извлечения и классификации данных из XML-форматированных эпикризов 
с целью их автоматической аннотации и конвертации в формат JSONL, вторая – 
обучение модели на аннотированных данных для определения медицинских 
диагнозов. Рис. 1 демонстрирует классификацию диагноза, выявленного из 
                                                 
© Кузьминых И. С., Нефедов Д. Г., 2024 
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Формула функции softmax вычисляет экспоненциальную величину (в сте-
пени e) заданного входного значения и сумму экспоненциальных значений всех 
входных данных. Отношение экспоненциального значения входного значения 
к сумме всех экспоненциальных значений будет результатом функции softmax: 

  



 K

i

i

i

i ze

zez

1

, (2) 

где   – функция softmax; z  – входной вектор; z  – входной вектор; iz
e – экспо-

ненциальная функция для входного вектора; K – количество классов. 
Выбор данной архитектуры и функций активации обусловлен их способ-

ностью к эффективному распространению градиентов во время обучения, что 
помогает в правильной классификации на выходе и избегании проблем, связан-
ных с исчезающими градиентами [6]. 

Процесс подготовки данных включал применение TfidfVectorizer для пре-
образования текстов в числовые векторы, оценивая важность слов в контексте 
всех файлов эпикризов  
      TIDFdtTFdtIDFTF  ,, , (3) 

где TF – частота термина. Измеряет, как часто термин t встречается в файле 
эпикриза d. Определяется по формуле 

  
d

dtdtTF
эпикризафайлевтерминовколичествоОбщее
эпикризафайлевтерминавхожденийКоличество,  , (4) 

IDF – обратная частота документа. Оценивает важность термина t среди всех 
файлов эпикризов, участвующих в обучении. Определяется по формуле 

   1
терминомсэпикризовфайловоличество

эпикризовфайловколичествоОбщееlg, 









tК
dtIDF .   (5) 

Пример TF-IDF векторизованных данных представлен в таблице. 
 
TF-IDF векторизованные данные 

Слово TF-IDF 
Инфекционный 0,490479  
Высоко  0,490479 
Является  0,490479 
Приступ 0,373022 
Расстройство  0,373022  
Тот 0,000324 

  
Модель (1)–(3) обучалась на 2378 файлах эпикризов с использованием ме-

тода обратного распространения ошибки и оптимизатора Adam. Обучение на 
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Разработка приложения для композиции двух изображений  
с помощью вейвлет-преобразования в среде MatLab 

А. А. Никитин  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
Разработано приложение для композиции двух изображений с помощью вейв-

лет-преобразования в среде MatLab. Рассматривается применение дискретного 
вейвлет-преобразования: загрузка изображений и их разложение на вейвлет-коэф-
фициенты; композиция вейвлет-коэффициентов с использованием разных видов 
слияний и получение результата в виде изображения; очистка изображения от 
наложенного шума с помощью вейвлет-преобразования. 

 
Ключевые слова: вейвлет, сигнал, изображение, вейвлет-преобразование, ком-

позиция вейвлет-коэффициентов, шум, очистка от шума. 
 
В последнее время широко используются методы обработки данных, осно-

ванные на вейвлет-преобразованиях. Вейвлеты – это математические функции, 
позволяющие анализировать различные частотные компоненты данных. 

Вейвлеты обладают существенными преимуществами по сравнению с пре-
образованием Фурье, потому что вейвлет-преобразование позволяет судить не 
только о частотном спектре сигнала, но также о том, в какой момент времени 
появилась та или иная гармоника. С их помощью можно легко анализировать 
прерывистые сигналы или сигналы с острыми всплесками. 

Дискретное вейвлет-преобразование 
Любое изображение можно представить как функцию двух переменных

 yxf , . Алгоритм вейвлет-преобразования аналогичен одномерному случаю 
двумерной функции. Полагаем что  x  – масштабируемая функция (отцовский 
вейвлет), а  x  – вейвлет (материнский вейвлет). Они порождают ортонорми-
рованные базисные функции в пространстве        njnjRL ,,2 ,:  . 

Тензорное произведение этих функций порождает следующие базисные 
функции в  2

2L R : 

  
  
  
  .)()(,

,)()(,
,)()(,

,)()(,

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

yxyx
yxyx
yxyx

yxyx

mjnjmnj

mjnjmnj

mjnjmnj

mjnjmnj









 

Cоответствующие коэффициенты разложения принято называть следую-
щим образом: 
                                                 
© Никитин А. А., 2024 



148 

– аппроксимирующие коэффициенты  , ,j j n mA aa  получаются как коэф-
фициенты разложения по базису  yxmnj ,,, ; 

– горизонтальные коэффициенты  , ,j j n mH ad  получаются как коэффици-
енты разложения по базису  yxmnj ,,, ; 

– вертикальные коэффициенты  , ,j j n mV da  получаются как коэффициен-
ты разложения по базису  yxmnj ,,, ; 

– диагональные коэффициенты  , ,j j n mD dd  получаются как коэффициен-
ты разложения по базису  yxmnj ,,, . 

На втором уровне разложения такой же обработке подвергается матрица 
коэффициентов  22221 ,,, DVHAA  . В итоге, приходим к следующей схеме 
разложения (𝐹 – матрица исходного изображения): 

     111122221111 ,,,,,,,,,, DVHADVHADVHAF  

Отметим закономерность изменения размеров двумерных массивов коэф-
фициентов разложения, а именно: на каждом уровне разложения размеры масси-
вов новых коэффициентов уменьшаются в два раза по сравнению с предыдущи-
ми массивами. При этом сумма размеров массивов коэффициентов равна разме-
ру исходной матрицы F , что говорит о сохранении «объема» информации, 
содержащейся в F . Например, пусть исходная матрица F  имеет размеры 512 
(число строк)  384 (число столбцов). Тогда массивы коэффициентов 

1111 ,,, DVHA  имеют размеры 192256 , массивы коэффициентов 2222 ,,, DVHA  – 
размеры 96128  и так далее. 

Обратное двумерное вейвлет-преобразование выполняется следующим об-
разом: 

    .,,,,,,,,,, 111111112222 FDVHADVHADVHA   

При переходе с уровня j  на уровень 1j  размеры всех матриц коэффи-
циентов увеличиваются в два раза. 

Двумерным вейвлет-представлением с глубиной разложения J  (с началь-
ного уровня 0j j ) будем называть запись: 

,),(
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Моделирование рождаемости в Удмуртской Республике 
в делении по типу поселения и очередности рождения детей 

А. С. Черепанова, А. В. Корепанова  
Ижевский государственный технический университет имени М. Т. Калашникова 

 
В статье анализируется рождаемость в городских и сельских типах поселения 

по очередности рождения детей в семьях на примере данных одного из регионов РФ. 
Статистической базой исследования являются официальные данные Удмуртской 
Республики за период 2000–2022 годы, включающие информацию о рождаемости 
и показателях, влияющих на ее динамику. В ходе исследования предложены матема-
тические модели зависимости уровня рождаемости от таких факторов, как соот-
ношение числа женщин к числу мужчин, уровень доходов населения и наличие выплат 
материнского капитала. Уровень рождаемости в исследовании представляет собой 
отношение количества рождений за определенный промежуток времени, приходя-
щихся на 1000 человек населения, проживающего в соответствующем типе поселе-
ния. Построение математических моделей рождаемости выполнено методами 
машинного обучения, реализованными на языке программирования Python. Построен-
ные математические модели уровня рождаемости в делении по типу поселения 
и очередности рождения детей имеют коэффициент детерминации в диапазоне от 
0,68 до 0,98, при этом средняя ошибка аппроксимации варьируется от 3,5 до 8,6 %. 
Анализ коэффициентов в математических моделях показал, что наибольшее влияние 
на уровень рождаемости оказывает соотношение числа женщин фертильного 
возраста к числу мужчин. Вторым по значимости влияния на рождаемость являет-
ся такой фактор, как отношение среднедушевых доходов населения к прожиточно-
му минимуму в регионе. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, уровень рождаемости, фак-

торы, корреляционно-регрессионный анализ. 
 
В современном государстве существует необходимость регулярного мони-

торинга за динамикой показателей уровня рождаемости, так как одним из 
факторов стабильного воспроизводства населения является наличие достаточ-
ного числа рождений детей. Динамика рождаемости определяет в будущем 
экономическое положение страны и ее регионов, и наоборот, социально-
экономическое развитие влияет на уровень рождаемости [1]. 

Очевидно, существует множество факторов, определяющих уровень рож-
даемости. Эти факторы разнообразны и отличаются друг от друга по силе, 
направлению действия, времени и по другим характеристикам [2, 3]. К приме-
ру, состояние здоровья населения, способность к фертильности, уровень брач-
ности и миграции населения прямым образом влияют на уровень рождаемости 
в том или ином регионе. Косвенное влияние на рождаемость оказывают уро-
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вень материального благополучия, образования, культуры и психоэмоциональ-
ного развития людей; эти факторы воздействуют на интенсивность рождаемо-
сти через систему взаимозависимых явлений [4]. 

Стабильный естественный прирост населения гарантирует государству 
развитие и процветание. В настоящее время на территории РФ заметно 
снижение уровня рождаемости [5], которое обусловлено рядом причин: 
изменение социально-экономической и политической обстановки, миграция 
населения и др. Поэтому актуальной задачей является выявление запускаю-
щих рост рождаемости механизмов в целях повышения естественного при-
роста населения. 

Исходя из результатов предыдущих исследований [6] выявлено, что уро-
вень рождаемости зависит от соотношения числа женщин фертильного возрас-
та к числу мужчин. К тому же он значительно отличается по типу поселения, 
что частично связано с уровнем благосостояния семей в городах и селах [7]. 
Также доказано влияние наличие программы материнского капитала в РФ на 
рождаемость в регионах [8], однако недостаточно проанализировано это влия-
ние в делении по очередности рождений. Ввиду вышесказанного в настоящей 
работе предлагается при моделировании уровня рождаемости учитывать не 
только тип поселения, но и очередность рождения детей в семье. 

Обозначим уровень рождаемости ( )i
j t  как отношение количества рожде-

ний за промежуток времени t , приходящихся на 1000 человек населения, 
проживающих в определенной местности. Индекс i  обозначает принадлеж-
ность к типу поселения: 1i  – для городов, 2i  – для сел. Индекс j  отражает 
очередность рождения детей в семьях: 1j первые дети,  2j вторые дети, 

 3j третьи и последующие дети. 
Моделирование уровня рождаемости выполним на примере официальных 

статистических данных по Удмуртской Республике (УР) за 2000–2022 годы [9]. 
Построим математические модели зависимости уровня рождаемости в делении 
по типу поселения от таких факторов, как соотношение числа женщин )0(X  
к числу мужчин )1(X , наличие выплат материнского капитала m  (1 – да, 0 – 
нет) и уровень доходов населения d  (отношение среднедушевых доходов 
населения к прожиточному минимуму в регионе). 

Для определения качества полученных математических моделей, аппрок-
симирующих уровень рождаемости, воспользуемся такими показателями, как 
коэффициент детерминации и средняя относительная ошибка аппроксимации 
модели [10, 11]. 

Методами машинного обучения, реализованными на языке программи-
рования Python, получены математические модели, описывающие зависи-
мость уровня рождаемости первых детей в семьях УР в делении по типу 
поселения: 

1 2 3
1 5074 ( 0 / 1) 10217 ( 0 / 1) 5143 ( 0 / 1) 0,03 0,15X X X X X X m d            , (1) 

2 2 3
1 2201 ( 0 / 1) 4372 ( 0 / 1) 2172 ( 0 / 1) 0,13 0,49X X X X X X m d           .  (2) 
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Модельные и статистические значения уровня рождаемости первых детей 
в семьях в делении по типу поселения для УР представлены на рис. 1, а, б. 
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Рис. 1. Статистические и модельные значения уровня рождаемости первенцев 
по типу поселения в УР: а – город, б – село 

 
Коэффициент детерминации для модели (1) равен 0,92, а для модели (2) – 

0,89. При этом средние ошибки аппроксимации моделей составили: для модели 
(1) – 4,8 %, для модели (2) – 5,5 %. 

Математические модели, описывающие зависимость уровня рождаемости 
вторых детей в семьях в делении по типу поселения, представлены регресси-
онными уравнениями: 

1 2 3
2 6333 ( 0 / 1) 12663 ( 0 / 1) 6330 ( 0 / 1) 0,04 0,17X X X X X X m d            , (3) 

2 2 3
2 2734 ( 0 / 1) 5473 ( 0 / 1) 2739 ( 0 / 1) 0,29 0,46X X X X X X m d           .  (4) 

Модельные и статистические значения уровня рождаемости вторых детей 
в делении по типу поселения для УР представлены на рис. 2, а и б. 
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Рис. 2. Статистические и модельные значения уровня рождаемости 
вторых детей по типу поселения в УР: а – город; б – село 

 
Здесь имеем коэффициенты детерминации: 0,72 – для модели городского 

типа поселения (3), 0,68 – для сельского типа поселения (4). Средняя ошибка 
аппроксимации модели (3) равна 8,6 %, модели (4) – 7,7 %. Как видно на 
графиках, присутствует разброс модельных значений от статистических. 
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Построим математические модели зависимости уровня рождаемости 
третьих и последующих детей в делении по типу поселения. Получены сле-
дующие математические модели: 

1 2 3
3 323 ( 0 / 1) 586 ( 0 / 1) 262 ( 0 / 1) 0,04 0,19X X X X X X m d           ,   (5) 

2 2 3
3 1608 ( 0 / 1) 3287 ( 0 / 1) 1679 ( 0 / 1) 0,11 0,25X X X X X X m d           .  (6) 

Модельные и статистические значения уровня рождаемости третьих и по-
следующих детей для УР представлены на рис. 3, а и б. 
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Рис. 3. Статистические и модельные значения уровня рождаемости 
третьих и последующих детей по типу поселения в УР: а – город, б – село 

 
Коэффициенты детерминации равны: 0,98 – для модели городского типа 

поселения (5), 0,74 – для сельского типа поселения (6). Средняя ошибка ап-
проксимации модели (5) равна 3,5 %, модели (6) – 5,1 %. 

Построенные математические модели уровня рождаемости по очередности 
рождений (1)–(6) имеют коэффициент детерминации в диапазоне от 0,68 до 
0,98, при этом средняя ошибка аппроксимации варьируется от 3,5 до 8,6 %. 

На рис. 4 отражена фактическая и модельная динамика суммарного числа 
рождений детей в городах УР 1

3
1
2

1
1

1 δ~δ~δ~δ~  . Модельная динамика рождаемо-
сти получена с использованием формул (1)–(6). 
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Рис. 4. Статистические и модельные значения уровня рождаемости детей  
в городах УР за период 2000–2022 годы 
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Среднее относительное отклонение уровня рождаемости в городе 1~  от его 
статистических значений 1  для УР за 2000–2022 годы составило 6,2 %. 

На рис. 5 отражена фактическая и модельная динамика суммарного числа 
рождений детей в селах УР 2

3
2
2

2
1

2 ~~~~  . Модельная динамика рождаемо-
сти получена с использованием формул (1)–(6). Среднее относительное откло-
нение уровня рождаемости в селах 2~  от статистических значений 2δ  для УР за 
2000–2022 годы составило 5,8 %. 

Таким образом, модели (1)–(6) пригодны для моделирования и прогнози-
рования динамики рождаемости в Удмуртской Республике, поскольку доста-
точно точно аппроксимируют динамику данного показателя как в делении по 
типу поселения, так и в делении по очередности рождения детей в семье. 
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Рис. 5. Статистические и модельные значения уровня рождаемости детей в селах УР 
за период 2000–2022 годы 

 
Анализ коэффициентов в математических моделях при факторах показал, 

что наибольшее влияние на уровень рождаемости оказывает соотношение 
числа женщин фертильного возраста к числу мужчин. Вторым по значимости 
фактором является такой фактор, как отношение среднедушевых доходов 
населения к прожиточному минимуму в регионе. 
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